
خ�رد و  ج�ان  خداون�د  ن�ام  برنگ�ذردب�ه  اندیش�ه  برت�ر  کزی�ن 

العِلمُ یُنجِدُ الفِکرَ: دانش، روشنی بخش اندیشه است. )امام علی علیه السلام(

در  قسمت  »این  که  می نمودم  تأکید  تدریس،  از  فرازهایی  در  و  می کردم  تدریس  پیش دانشگاهی  در کلاس های  که  زمانی 
امتحانات نهایی از اهمیت بالایی برخوردار است«، دانش آموزان اعتراض می نمودند که »آقا، چیزایی بگین که در کنکور مهم باشه! چون امتحان 
نهایی رو هر جوری شده پاسش می کنیم«. بیان این جملاتِ تناقض نما1، روح هر معلمی را آزرده می کرد؛ از این جهت می گویم تناقض نما که 
آموختن هر جزء از درس های ریاضی، از واجبات است؛ چه برای آزمون های تشریحی و چه برای آزمون های چندگزینه ای؛ تا این که 
در اخبار سراسری شنیدم درصدی از امتیازات کنکور سراسری، وابسته به نمرات امتحان نهایی خواهد بود. صرف نظر از ایراداتی که 
بعضی کارشناسان به این طرح وارد می کنند، برای اغلب معلم ها، این خبر، مسرت بخش بود؛ زیرا به واسطهء آن، اهمیت کلاس های 
دبیرستان بسیار افزایش خواهد یافت و دانش آموزان بهای بیشتری به این کلاس ها می دهند و علاوه بر این، دانش آموزی که با فشار 
بیش از حد به خودش در آزمون های چندگزینه ای، حداکثر 20 تا 25 درصد امتیاز آن را کسب می نمود، با کمی دقت در امتحان 
نهایی می تواند نمرهء خوبی کسب کند، طوری که دست کم 90 درصد امتیاز آن را به دست آورد و بدین سبب درک او از مطالب 

درسی افزایش می یابد و در نتیجه درصد پاسخگویی او به پرسش های چندگزینه ای نیز افزایش خواهد یافت.
از این به بعد، مطمئن باشید که با کمی تلاشِ توأم با دقت، می توانید حدود 30% از امتیازات کنکور را برای خودتان ذخیره کنید و 
این از نظر روانی به شما اطمینان خاطر القا می کند و هم چنین باعث افزایش امتیازتان در آزمون های چندگزینه ای نیز خواهد شد.

در این کتاب سعی کرده ام تا تمام زوایای پنهان کتاب درسی را با ارائهء سؤال مناسب، آشکار کنم. مثال های متن کتاب و تنوع آن ها 
به گونه ای است که تمام کتاب درسی را فرامی گیرد و چنان چه با دقت آن ها را دریافت کنید، نه تنها پاسخ به پرسش های کتاب 
درسی برایتان ساده خواهد شد، بلکه توانایی شما در پاسخ به پرسش های چندگزینه ای نیز افزایش خواهد یافت. تمرین های پایان هر 
درس که در سطوح مختلف طراحی شده اند، به تدریج باعث افزایش درک شما از درس خواهند شد؛ علاوه بر آن چون فهم شما از 
زاویه های مختلف آن مطلب بیشتر می شود، توانایی تان در پاسخ درست به پرسش های چندگزینه ای نیز شدیداً رشد خواهد کرد. در 
انتهای کتاب نیز شش آزمون که دوتا از آن ها برای نیم سال اول و چهارتای دیگر آن برای امتحان پایان سال می باشد، ارائه شده اند 

تا بتوانید سنجش مناسبی از خودتان داشته باشید.
در پایان از تمامی دست اندرکاران انتشارات محترم خیلی سبز به دلیل فراهم آوردن تسهیلات لازم در تهیهء این کتاب، تشکر ویژه 
دارم، از ویراستاران گرامی که در تصحیح کتاب سهم بسزایی داشتند ممنونم، از خانم مریم طاهری به سبب پیگیری های توأم با 

مهربانی اش سپاس گزارم.
 
 

paradoxical -1



شمارۀ صفحۀ امتحان      شمارۀ صفحۀ پاسخ       
154         153 امتحان شمارۀ 1: نمونه امتحان نیم سال اول   
159         157 امتحان شمارۀ 2: نمونه امتحان نیم سال اول   
163         161 امتحان شمارۀ 3: نمونه امتحان نیم سال دوم: )نهایی خردادماه 1401( 
167         165 امتحان شمارۀ 4: نمونه امتحان نیم سال دوم: )نهایی خردادماه 1400( 
170         168 امتحان شمارۀ 5: نمونه امتحان نیم سال دوم: )نهایی شهریورماه 1400( 
172         171 امتحان شمارۀ 6: نمونه امتحان نیم سال دوم: )نهایی دی ماه 1400( 

109 فصل سوم: بردارها 
109  2 درس اول: یادآوری فضای
112  3 درس دوم: معرفی فضای
116  3 درس سوم: بررسی معادلات و نمودار مربوط به آن ها در فضای
119  3 درس چهارم: بردارها در فضای
123  3 درس پنجم: بردارها در فضای
125 درس ششم: ضرب داخلی دو بردار 
132 درس هفتم: ضرب خارجی دو بردار 
139 آزمون جمع بندی 
141 پاسخ سؤال های امتحانی 

55 فصل دوم: آشنایی با مقاطع مخروطی 
55 درس اول: آشنایی با مقاطع مخروطی و مکان هندسی 
59 درس دوم: دایره  
66 درس سوم: مسائل مربوط به نقطه، خط و دایره  
71 درس چهارم: بیضی  
82 درس پنجم: سهمی  
92 آزمون جمع بندی 
94 پاسخ سؤال های امتحانی 

7 فصل اول: ماتریس و کاربردها 
7 درس اول: ماتریس های خاص و جمع ماتریس ها 
16 درس دوم: ضرب و توان ماتریس ها  
26 درس سوم: دترمینان ماتریس های مربعی  
33 درس چهارم: وارون ماتریس های مربعی  
38 درس پنجم: حل دستگاه معادلات )دو معادلۀ دو مجهولی( ...   
43 آزمون جمع بندی 
45 پاسخ سؤال های امتحانی 



 هر‌آرایش‌مستطیل‌شکل‌از‌اعداد‌حقیقی‌را‌یک‌ماتریس‌می‌نامیم.

‌یک‌ماتریس‌است،‌زیرا‌آرایش‌مستطیل‌شکل‌تشکیل‌داده‌اند.
3 2

1 5

2 3−

به‌عنوان‌مثال‌آرایش‌عددهای

برای‌نمایش‌ماتریس،‌اعداد‌آن‌را‌داخل‌دو‌کروشه‌قرار‌می‌دهیم.‌معمولاً‌ماتریس‌ها‌را‌با‌حروف‌بزرگ‌مثل‌‌C‌،B‌،Aو‌...‌نام‌گذاری‌می‌کنیم.

به‌عنوان‌مثالی‌دیگر؛‌عبارت‌زیر،‌یک‌ماتریس‌است.‌همان‌گونه‌که‌مشاهده‌می‌کنید‌این‌ماتریس‌دارای‌دو‌سطر‌و‌سه‌ستون‌است‌و‌اصطلاحاً‌

‌2است. 3´ می‌گوییم‌این‌ماتریس‌از‌مرتبۀ
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‌mاست‌و‌گاهی‌آن‌را‌با‌نماد n´  به‌طور‌کلی،‌اگر‌ماتریس‌‌Aدارای‌‌mسطر‌و‌‌nستون‌باشد،‌می‌گوییم‌ماتریس‌‌Aاز‌مرتبۀ

‌Amنیز‌نمایش‌می‌دهیم. n´

‌هر‌یک‌از‌عددهای‌موجود‌در‌ماتریس‌را‌یک‌»درایه«‌از‌آن‌ماتریس‌می‌نامند.‌واضح‌است‌که‌تعداد‌درایه‌های‌ماتریس

‌نمایش‌می‌دهیم.‌به‌عنوان‌مثال، a
23

‌mاست.‌اگر‌درایه‌ای‌در‌محل‌برخورد‌سطر‌دوم‌و‌ستون‌سوم‌قرار‌داشته‌باشد،‌آن‌را‌با‌نماد n× ‌Amبرابر n×

.‌به‌طور‌ a
12

0= ‌و‌در‌همین‌ماتریس a
23

2= ‌در‌محل‌برخورد‌سطر‌دوم‌با‌ستون‌سوم‌قرار‌دارد،‌پس‌می‌گوییم 2 در‌ماتریس‌فوق،‌درایۀ

‌را‌»درایۀ‌عمومی«‌ماتریس‌‌Aمی‌نامند.‌ aij ‌نمایش‌داده‌می‌شود.‌ aij کلی‌درایه‌ای‌که‌در‌سطر‌iام‌و‌ستون‌jام‌قرار‌دارد‌با

‌.A a a= =[ ]1 1́ A،‌آن‌گاه‌می‌گوییم: a= [ ]1 ‌1را‌معادل‌با‌یک‌عدد‌حقیقی‌در‌نظر‌می‌گیریم؛‌یعنی‌اگر1́ 1´ ‌هر‌ماتریس‌از‌مرتبۀ مهم

‌1است. 1´ ‌مجموعۀ‌عددهای‌حقیقی،‌زیرمجموعه‌ای‌از‌مجموعۀ‌ماتریس‌ها‌می‌باشد،‌زیرا‌هر‌عدد‌حقیقی‌معادل‌با‌یک‌ماتریس‌از‌مرتبۀ
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ماتریس‌مربعی‌را‌که‌تمام‌درایه‌های‌غیرواقع بر قطر اصلی‌آن‌صفر‌باشند،‌ماتریس‌قطری‌می‌نامند.‌)توجه‌داشته‌باشیم‌که‌درایه‌های‌روی‌قطر‌اصلی‌
می‌توانند‌صفر‌باشند‌و‌می‌توانند‌مخالف‌صفر‌باشند.(‌در‌زیر،‌چند‌نوع‌ماتریس‌قطری‌آورده‌شده‌است:
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اگر‌در‌یک‌ماتریس‌قطری،‌تمام‌درایه‌های‌روی‌قطر‌اصلی‌با‌هم‌برابر‌باشند،‌آن‌را‌ماتریس‌اسکالر‌می‌نامند.‌در‌زیر،‌چند‌نوع‌ماتریس‌اسکالر‌آورده‌
شده‌است:
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A قطری است. مقادیر m و n را بیابید.
m n
m m n
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2 1
 ماتریس

‌ n n� � � �1 0 1 ‌ماتریس‌قطری،‌ماتریسی‌است‌که‌تمام‌درایه‌های‌غیر‌واقع‌بر‌از‌قطر‌اصلی‌آن‌صفر‌باشند؛‌پس‌داریم:‌
‌2 0 0m m� � � ‌

 مجموع درایه های یک ماتریس اسکالر از مرتبۀ 3 مساوی 6 است. این ماتریس را با درایه هایش مشخص کنید.
‌می‌دانیم‌که‌در‌ماتریس‌اسکالر‌درایه‌های‌روی‌قطر‌اصلی‌با‌هم‌برابرند‌و‌بقیۀ‌درایه‌ها‌هم‌صفرند؛‌پس‌داریم:
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یک‌ماتریس‌اسکالر‌را‌که‌تمام‌درایه‌های‌واقع‌بر‌قطر‌اصلی‌آن‌‌1باشند،‌ماتریس‌واحد‌)ماتریس‌همانی(‌می‌نامند‌و‌با‌‌Iنمایش‌می‌دهند.
در‌مقابل،‌دو‌نوع‌ماتریس‌واحد‌از‌مرتبه‌های‌مختلف‌نمایش‌داده‌شده‌اند:

‌ I I
2 3

1 0

0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

=
é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

» ‌

 

‌Onنمایش‌می‌دهند. p´ ‌را‌با‌نماد n p´ ماتریسی‌را‌که‌تمام‌درایه‌های‌آن‌صفر‌باشند،‌ماتریس‌صفر‌می‌نامند.‌معمولاً‌ماتریس‌صفر‌از‌مرتبۀ
در‌زیر،‌چند‌ماتریس‌صفر‌نمایش‌داده‌شده‌اند:
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مثالنماد پارامتریانواع ماتریس

1. ماتریس مربعی
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2‌A. ماتریس سطری a a an n1 11 12 1� � � �

‌ A
1 3
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مثالنماد پارامتریانواع ماتریس

3. ماتریس ستونی
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4. ماتریس قطری
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5A. ماتریس اسکالر
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6. ماتریس همانی
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7. ماتریس صفر
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دو‌ماتریس‌زمانی‌مساوی‌هستند‌که‌هر‌دو‌شرط‌زیر‌را‌داشته‌باشند:
‌دو‌ماتریس‌هم‌مرتبه‌باشند؛‌یعنی‌تعداد‌سطر‌و‌نیز‌تعداد‌ستون‌آن‌ها‌با‌هم‌برابر‌باشد.‌

‌تمام‌درایه‌های‌نظیر‌به‌نظیر‌در‌دو‌ماتریس‌برابر‌باشند.

‌2 4
31

z a= = ‌و y a� � �
22

1، x a= =11 ‌Bکه هم مرتبه هستند‌وقتی‌با‌هم‌برابرند‌که1
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برای‌مثال؛‌دو‌ماتریس

باشد. z = 2 یا

B برابر باشند، مقادیر y ،x و z را پیدا کنید.
x
z
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 اگر دو ماتریس

‌2هستند،‌پس‌شرط‌اول‌تساوی‌دو‌ماتریس‌برقرار‌است.‌ 2´ ‌هر‌دو‌ماتریس‌از‌مرتبۀ
‌
x y y
x x

z x z

x

x

+ = ¾ ®¾¾ =
+ = Þ = -

+ = + ¾ ®¾¾ =

ì

í
ï

î
ï

= -

= -

2 5 3

2 1 1

1 1 1

1

2 1

اکنون‌باید‌شرط‌دوم‌برقرار‌باشد،‌در‌نتیجه‌باید‌داشته‌باشیم:‌
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A A O+ - =( ) ‌حاصل‌جمع‌هر‌ماتریس‌با‌قرینۀ‌همان‌ماتریس،‌برابر‌ماتریس‌صفر‌از‌همان‌مرتبه‌است؛‌یعنی:‌
A؛‌یعنی‌ماتریس‌صفر،‌عضو‌ O O A A+ = + = ‌mباشد،‌آن‌گاه n´ ‌Oنیز‌ماتریس‌صفر‌از‌مرتبۀ ‌mو n´ ‌اگر‌A،‌ماتریسی‌از‌مرتبۀ

بی‌اثر‌عمل‌جمع‌ماتریس‌ها‌است.

3 و ناصفر مثال بزنید که مجموع آن ها برابر ماتریس صفر باشد. 2´  دو ماتریس
B؛‌یعنی‌کافی‌است‌ A= - ‌Bیا O A= -

3 2´ A،‌پس B O+ = ´3 2
‌باشند،‌طوری‌که 3 2´ ‌فرض‌کنیم‌‌Aو‌‌Bدو‌ماتریس

.B A= - =
- -

-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

3 4

2 0

1 3

،‌آن‌گاه A = -
-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

3 4

2 0

1 3

تمام‌درایه‌های‌ماتریس‌‌Aرا‌قرینه‌کنیم،‌بنابراین‌به‌عنوان‌نمونه؛‌اگر

‌باشند،‌آن‌گاه‌ویژگی‌های‌زیر‌برقرار‌هستند: n p´ اگر‌‌rو‌‌sدو‌عدد‌حقیقی‌و‌‌B‌،Aو‌‌Cسه‌ماتریس‌از‌مرتبۀ

مثالنمایش اختصاریخاصیت   ردیف

1
خاصیت‌جابه‌جایی‌در‌جمع‌

ماتریس‌ها‌برقرار‌است.
‌A B B A� � �‌

2 0

1 1

1 1

0 1

1 1

0 1

2 0

1 1�
�

�
�

�

�
� �

��

�
�

�

�
� �

��

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

1 1

1 0

2
خاصیت‌شرکت‌پذیری‌در‌
جمع‌ماتریس‌ها‌برقرار‌

است.
‌ ( ) ( )A B C A B C� � � � �

‌ ( )
2 0

1 1

1 1

0 1

3 0

2 3�
�

�
�

�

�
� �

��

�
�

�

�
� �

�
�

�
�

�

�
�

‌ �
�

�

�
�

�

�
� �

��

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
�

2 0

1 1

1 1

0 1

3 0

2 3
( )

3
ماتریس‌صفر،‌عضو‌خنثی‌

در‌عمل‌جمع‌است.
‌A O O A A+ = + =‌

2 0

1 1

0 0

0 0

2 0

1 1�
�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
�

4
جمع‌هر‌ماتریس‌با‌قرینۀ‌
خودش،‌برابر‌ماتریس‌صفر‌

است.
‌A A A A O+ - = - + =( ) ( )

‌
2 0

1 1

2 0

1 1

2 2 0 0

1 1 1 1

0 0

0 0�
�

�
�

�

�
� �

�
�
�

�
�

�

�
� �

� �
� � �

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

5

ویژگی‌توزیع‌پذیریِ‌ضرب‌
یک‌عدد‌در‌جمع‌)یا‌

تفریق(‌ماتریس‌ها‌برقرار‌
است.

‌ r A B rA rB.( )� � �
‌2

2 0

1 1

1 1

0 1
( )

-
é

ë
ê

ù

û
ú +

-é

ë
ê

ù

û
ú

‌ �
�

�

�
�

�

�
� �

��

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�2

2 0

1 1
2

1 1

0 1

2 2

2 0

6

طرفین‌یک‌تساوی‌
ماتریسی‌را‌می‌توان‌در‌

یک‌عدد‌ضرب‌یا‌بر‌عددی‌
ناصفر‌تقسیم‌کرد.

‌A B rA rBr� � �� ��0

‌ kA kB A Bk= ¾ ®¾¾ =¹0

‌
2 2

2 0

2 4

4 0

4 2

6 0

�
�
�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
�

‌ �� ���
�

�
�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
�

( )2 1 1

1 0

1 2

2 0

2 1

3 0

7

اگر‌حاصل‌ضرب‌یک‌عدد‌
در‌ماتریس،‌برابر‌ماتریس‌
صفر‌شود،‌یا‌آن‌عدد‌

صفر‌است‌یا‌آن‌ماتریس،‌
ماتریس‌صفر‌است:

‌ kA O k A O� � � �0IÄ
‌0

2 0

1 1

0 0

0 0
�

�
�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

‌2
0 0

0 0

0 0

0 0
�
�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

8
ویژگی‌توزیع‌پذیری‌ضرب‌بردار‌
در‌مجموع‌یا‌تفاضل‌دو‌عدد

( )r s A rA sA± = ±( )2 3
1 2

3 4
2
1 2

3 4
3

1 2

3 4
+

é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú +

é

ë
ê

ù

û
ú
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 A B C A B C�� �� �� �� ��( ) ( ) رابطۀ دهید  نشان  آن گاه   ، C ��
��

��

��
��

��

��
��

0 2 7

4 0 1
و  B ��

��
��

��
��

��

��
��

3 1 4

2 1 5
، A ��

��

��
��

��

��
��

1 2 3

4 5 6
اگر  

برقرار است.

‌B C� �
�

�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
�

3 1 4

2 1 5

0 2 7

4 0 1

3 3 11

6 1 4
‌‌

A B C� � �
�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�( )

1 2 3

4 5 6

3 3 11

6 1 4

4 5 14

10 4 10
‌‌)1( ‌

A B� �
�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

1 2 3

4 5 6

3 1 4

2 1 5

4 3 7

6 4 11
‌

‌ ( )A B C� � �
�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

4 3 7

6 4 11

0 2 7

4 0 1

4 5 14

10 4 10
‌‌)2( ‌

( )1 ‌و ( ) ( ) ( )2 Þ + + = + +A B C A B C ‌

 r A B rA rB( )�� �� �� ، آن گاه نشان دهید:  r == 3 B و ��
��

��

��
��

��

��
��

1 2

5 1
، A ��

����

��
��

��

��
��

4 3

1 2
 اگر

‌A B� �
��

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
� �

��

�
�

�

�
�

4 3

1 2

1 2

5 1

5 1

6 1
‌‌

‌ r A B( )� �
��

�
�

�

�
� �

��

�
�

�

�
�3

5 1

6 1

15 3

18 3
‌‌)1( ‌

از‌طرفی‌داریم:

‌ rA rB�
��

�
�

�

�
� �

��

�
�

�

�
� �

�
�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
�3

4 3

1 2

12 9

3 6
3
1 2

5 1

3 6

15 3
, ‌

اکنون‌داریم:

‌ rA rB� �
��

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
� �

��

�
�

�

�
�

12 9

3 6

3 6

15 3

15 3

18 3
‌‌)2( ‌

( )1 ‌و ( ) ( )2 Þ + = +r A B rA rB ‌

 ویژگی جابه جایی جمع دو ماتریس؛ یعنی ویژگی )1( از جدول صفحۀ قبل را ثابت کنید.
B،‌بنا‌بر‌تعریف‌جمع‌دو‌ماتریس‌هم‌مرتبه‌داریم: bij n p= [ ] ´ ‌Aو aij n p= [ ] ´ ‌فرض‌کنیم

‌A B a bij n p ij n p+ = +[ ] [ ]´ ´ ‌

‌ = +[ ]a bij ij n p´ بنا‌به‌تعریف‌عمل‌جمع‌دو‌ماتریس‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ ‌

‌ = +[ ]b aij ij n p´ ویژگی‌جابه‌جایی‌عمل‌جمع‌در‌مجموعۀ‌اعداد‌حقیقی‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ ‌

‌ = +[ ] [ ]b aij n p ij n p´ ´ بنا‌به‌تعریف‌عمل‌جمع‌ماتریس‌ها‌‌‌ ‌

‌ = +B A ‌

 ویژگی توزیع پذیری ضرب یک ماتریس در جمع دو عدد حقیقی؛ یعنی ویژگی )8( را ثابت کنید.
‌ ( ) ( ) [ ]r s A r s aij n p+ × = + × ´ ‌Aیک‌ماتریس‌و‌‌rو‌‌sدو‌عدد‌حقیقی‌باشند.‌اکنون‌داریم:‌ aij n p= [ ] ´ ‌فرض‌کنیم

‌ = + ×[( ) ]r s aij n p´ بنا‌بر‌تعریف‌ضرب‌عدد‌در‌یک‌ماتریس               ‌

‌ = × + ×[ ]r a s aij ij n p´ ویژگی‌توزیع‌پذیری‌ضرب‌در‌جمع‌در‌مجموعۀ‌اعداد‌حقیقی‌‌‌‌‌‌‌‌‌    ‌

= × + ×[ ] [ ]r a s aij n p ij n p´ ´ بنا‌به‌تعریف‌عمل‌جمع‌دو‌ماتریس‌    ‌

‌ = × + ×r a s aij n p ij n p[ ] [ ]´ ´ بنا‌بر‌تعریف‌ضرب‌عدد‌در‌ماتریس‌    ‌

‌ = × + ×r A s B   ‌ ‌
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ل. 
ل او

ص
ف

‌باشد،‌آن‌گاه‌ضرب‌‌Aدر‌‌Bتعریف‌پذیر‌است‌و‌حاصل‌آن‌ماتریسی‌ n ´‌1و‌‌Bماتریس‌ستونی‌از‌مرتبۀ1´ n گفتیم‌اگر‌‌Aماتریس‌سطری‌از‌مرتبۀ
‌از‌ bi1را‌در‌درایۀ‌ a i1 ‌Aهر‌درایه‌از‌ماتریس‌‌Aمانند B´ ‌1می‌باشد‌که‌معادل‌با‌یک‌عدد‌حقیقی‌است.‌برای‌پیدا‌کردن‌حاصل‌ضرب 1´ از‌مرتبۀ

ماتریس‌‌Bضرب‌می‌کنیم‌و‌مجموع‌این‌حاصل‌ضرب‌ها‌را‌به‌دست‌می‌آوریم.

،‌آن‌گاه‌داریم: B =
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

3

2

1
3 1́

‌Aو = -[ ]4 5 2
1 3´ به‌عنوان‌مثال؛‌اگر

‌

´
´ ´

= -
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

= + + - = =A B´ ´ ´ ´ ´ ´ ´[ ] [ ( ) ] [ ]4 5 2

3

2

1

4 3 5 2 2 1 20 20
1 1 1 1

‌

‌Bباشند،‌آن‌گاه‌داریم:

b
b

bn

=

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

11

21

1



‌Aو a a a n n= [ ... ]
11 12 1 1́

و‌به‌طور‌کلی‌اگر

‌

´

´

=

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

= × +´A B a a a

b
b

b

a b an

n n

´ ´

´

[ ] [n11 12 1 1

11

21

1 1

11 11
…

�
112 21 1 1 1 1

× + + ×

´

b a bn n� ] ´
‌

‌ = × + × + + ×a b a b a bn n11 11 12 21 1 1
 ‌

 

‌Cباید‌هر‌یک‌از‌سطرهای A B� � ‌داده‌شده‌باشند.‌برای‌محاسبۀ‌حاصل‌ضرب B �
�
�
�

�
�

�

�
�
�

1 0

2 2
2 2

‌و A �
�

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�
�

1 2

3 2

1 0
3 2

‌فرض‌کنید‌دو‌ماتریس

‌و‌از‌ ( )1 2�� � ‌Aرا‌در‌تک‌تک‌ستون‌های‌‌Bضرب‌کرده‌و‌در‌جای‌خودش‌بنویسیم.‌بنابراین‌در‌این‌مثال‌از‌ماتریس‌اول،‌یعنی‌‌Aسطر‌اول‌را

‌و‌درایه‌های‌سطر‌اول‌‌Aو‌ستون‌اول‌‌Bرا‌نظیر‌به‌نظیر‌در‌هم‌ضرب‌می‌کنیم‌و‌سپس‌ ( )
�
�
�

�
�

�

�
�
1

2
ماتریس‌دوم،‌یعنی‌‌Bستون‌اول‌را‌در‌نظر‌می‌گیریم

‌Bرا‌در‌ستون‌دوم‌‌Aاست‌حالا‌سطر‌اول‌‌ c11یعنی‌،Cاعداد‌به‌دست‌آمده‌را‌جمع‌می‌کنیم.‌عدد‌حاصل،‌درایۀ‌سطر‌اول‌و‌ستون‌اول‌ماتریس‌
‌Cبه‌دست‌آید.‌همین‌اعمال‌را‌برای‌سطر‌دوم‌و‌هم‌چنین‌برای‌سطر‌سوم‌‌Aاجرا‌می‌کنیم.‌خواهیم‌داشت:

12
ضرب‌می‌کنیم‌تا‌درایۀ

‌A B

c

3 2 2 2

1 1 2

1 2

3 2

1 0

1 0

2 2

11

´ ´

= ´ - + - -

´ =
-

-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

´
-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

( ) ( )( 22 3

11 12

21

1 1 2 2 1 0 2 2

3 1 2 2

)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) (

=

=
= ´ - + - ´ - = ´ + - ´
= ´ - + ´ -

c c
c ))

( ) ( )
c

c c
22

31 32

3 0 2 2

1 1 0 0 1 0 0 2

3 4

7= ´ + ´
= - ´ - + ´ = - ´ + ´

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=
-

- 44

1 0

3 2

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

= ´C ‌

برای پیدا کردن درایهء سطر iام، ستون jام ماتریس حاصل ضرب، باید سطر iام ماتریس A را در ستون jام ماتریس B ضرب کنیم.

A وجود دارد؟ چرا؟ اگر جواب مثبت است، ماتریس حاصل ضرب  B´ ، آیا ماتریس B == --
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 5

4 2

3 0

A و ==
--éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

2 3 1

0 2 4

2 1 0

 اگر

را پیدا کنید.
‌است.‌چون‌تعداد‌ستون‌های‌ماتریس‌اول‌با‌تعداد‌سطرهای‌ماتریس‌دوم،‌برابر‌ 3 2´ ‌،Bو‌ماتریس‌‌ 3 3´ ‌،Aمرتبۀ‌ماتریس‌‌

‌است. 3 2´ ‌Aتعریف‌پذیر‌است‌و‌ماتریس‌حاصل‌ضرب‌از‌مرتبۀ B´ است،‌پس‌ماتریس
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اکنون‌هر‌یک‌از‌سطرهای‌ماتریس‌‌Aرا‌در‌هر‌یک‌از‌ستون‌های‌ماتریس‌‌Bضرب‌می‌کنیم:‌)اگر‌سطر‌iام‌ماتریس‌‌Aرا‌در‌ستون‌‌jام‌
ماتریس‌‌Bضرب‌کنیم،‌آن‌گاه‌حاصل‌آن،‌درایۀ‌سطر‌iام،‌ستون‌jام‌از‌ماتریس‌حاصل‌ضرب‌است(

‌A B´ ´
´ ´ ´

=
-é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

-
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=
+ + -2 3 1

0 2 4

2 1 0

1 5

4 2

3 0

2 1 3 4 1 3 2( ) ´́ ´ ´
´ ´ ´ ´ ´
´ ´ ´ ´

5 3 2 1 0

0 1 2 4 4 3 0 5 2 2 4 0

2 1 1 4 0 3 2 5 1

+ - + -
+ + + ´ - +
+ + +

( ) ( )
( )

´́ ´( )- +

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

= -
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú2 0 0

11 4

20 4

6 8

‌

] باشد، مقدار x را پیدا کنید. ]1 2

2 1

0

3 1

3

1
0x x

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú ==  اگر

‌ابتدا‌دو‌ماتریس‌سمت‌چپ‌را‌در‌هم‌ضرب‌می‌کنیم؛‌داریم:

[ ] [ ] [ ]1 2

2 1

0

3 1

2 2 3 1 0 2 5 1x x x x x x x
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

= + + + + = + + ‌

حالا‌حاصل‌را‌در‌ماتریس‌سمت‌راست‌ضرب‌می‌کنیم:

[ ] [ ] [ ( )1 2

2 1

0

3 1

3

1
2 5 1

3

1
0 3 2 5x x x x x

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

é

ë
ê

ù

û
ú = + +

é

ë
ê

ù

û
ú = Þ + ++ ´ + = Þ + =1 1 0 16 7 0( )] [ ]x x ‌

16 7 0
7

16
x x+ = Þ = - ‌1متناظر‌با‌درایۀ‌آن‌است،‌پس:‌ 1´ اما‌هر‌ماتریس

‌Bقابل‌ A´ ‌Aقابل‌تعریف‌است‌ولی B´ ‌توجه‌کنید‌که‌ضرب‌دو‌ماتریس‌در‌حالت‌کلی‌دارای‌خاصیت‌جابه‌جایی‌نیست؛‌یعنی‌گاهی
‌Bهر‌دو‌تعریف‌پذیرند‌ولی‌با‌هم‌برابر‌نیستند. A´ ‌Aو B´ تعریف‌نیست‌و‌حتی‌گاهی

‌در‌حالت‌کلی‌ضرب‌ماتریس‌ها‌دارای‌خاصیت‌جابه‌جایی‌نیست.
‌A I I A A´ = ´ = ‌ماتریس‌واحد‌از‌همان‌مرتبه‌باشد،‌آن‌گاه‌‌Aو‌‌Iتعویض‌پذیر‌هستند؛‌یعنی‌داریم:‌ I ‌و n n´ ‌اگر‌‌A،‌ماتریس

.A I I A A�� �� �� �� 2 باشد، نشان دهید 2×× A و I ماتریس همانی ��
��

��

��
��

��

��
��

2 4

3 5
 اگر

‌
‌A I� �

�
�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� �

� � � � � �
� � � � � �

�

�
�

2 4

3 5

1 0

0 1

2 1 4 0 2 0 4 1

3 1 5 0 3 0 5 1

��

�
� � �

�

�
�

�

�
� �

2 4

3 5
A ‌‌‌)1( ‌

‌ I A� �
�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�
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I را پیدا کنید. چه نتیجه ای می گیرید؟ A3 ´ A و I´ 3 3 مانند A را در نظر بگیرید. حاصل 3´  ماتریس دلخواهی از مرتبۀ

‌A I
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g h i
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g h i
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‌فرض‌کنیم

هم‌چنین‌داریم:

‌ I A
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‌است‌و‌هم‌چنین‌به‌گونه‌ای‌استثنایی‌دارای‌ویژگی‌جابه‌جایی‌ 3 3´ ،‌عضو‌بی‌اثر‌عمل‌ضرب‌ماتریس‌ها‌از‌مرتبۀ I3 نتیجه‌می‌شود‌ماتریس
نیز‌می‌باشد.
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‌Aرا‌در‌نظر‌می‌گیریم.‌دترمینان‌این‌ماتریس‌با‌روش‌بسط‌براساس‌سطر‌اول‌به‌صورت‌زیر‌
a a a
a a a
a a a

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

11 12 13

21 22 23

31 32 33

‌‌ماتریس
تعریف‌می‌شود:

| | ( ) ( )A a
a a
a a

a
a a
a a

a� � � � � � � � � �� �
11

1 1 22 23

32 33

12

1 2 21 23

31 33

13
1 1 (( )� ��

1
1 3 21 22

31 32

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 12 13

a a
a a

a a a
a a a
a a a

a a a
a221 22 23

31 32 33

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a
a a a

a a a
a a a
a a a

 

2حاصل‌از‌حذف‌سطر‌و‌ستونی‌که‌درایه‌ 2´ ‌ضرب‌کرده‌و‌سپس‌آن‌را‌در‌دترمینان‌ماتریس ( )- +1 1 j را‌در a j1 یعنی‌هر‌درایه‌از‌سطر‌اول‌مانند‌
روی‌آن‌قرار‌دارد،‌ضرب‌و‌سپس‌تمام‌عددهای‌به‌دست‌آمده‌را‌با‌هم‌جمع‌جبری‌می‌کنیم.

حال‌اگر‌بخواهیم‌دترمینان‌را‌براساس‌ستون‌دوم‌پیدا‌کنیم،‌داریم:

| | ( ) ( )A a
a a
a a

a
a a
a a

a= ´ - ´ + ´ - ´ + ´+ +
12

1 2 21 23

31 33

22

2 2 11 13

31 33

32
1 1 (( )- +

1
3 2 11 13

21 23

a a
a a

 

، آن گاه مقدار a را پیدا کنید.
2 3

1 2 4

3 1 3

1

1 5

a
a

==
--

 اگر بدانیم

‌را‌براساس‌بسط‌روی‌سطر‌اول‌پیدا‌می‌کنیم،‌پس‌داریم: 3 3´ .‌حالا‌دترمینان‌ماتریس
a

a
1

1 5
5 1

-
= + ‌واضح‌است‌که

2 3

1 2 4

3 1 3

2 1
2 4

1 3
3 1

1 4

3 3
1

1 2

3 1

1 1 1 2 1 3

a
a= ´ - ´ + ´ - ´ + ´ - ´+ + +( ) ( ) ( )  

= ´ - - ´ - + ´ - = - +2 6 4 3 3 12 1 6 5 31( ) ( ) ( )a a ‌
- + = + Þ - = - Þ =5 31 5 1 10 30 3a a a a چون‌این‌دو‌دترمینان‌باید‌برابر‌باشند،‌داریم:‌

‌براساس‌هر‌سطر‌یا‌هر‌ستون‌جواب‌یکسان‌دارد. 3 3´ ‌دترمینان‌یک‌ماتریس

A را یک بار براساس سطر دوم و یک بار هم براساس ستون سوم بسط دهید و نتایج حاصل  == --
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

2 3 4

3 2 1

3 2 5

 دترمینان ماتریس

را با هم مقایسه کنید.
‌ابتدا‌دترمینان‌را‌براساس‌سطر‌دوم‌بسط‌می‌دهیم:

| | ( ) ( ) ( )A = - ´ - ´ + ´ - ´ + ´ - ´+ + +
3 1

3 4

2 5
2 1

2 4

3 5
1 1

2 3

3 2

2 1 2 2 2 3 ‌

= - ´ - ´ - + ´ ´ - + ´ - ´ - = - + =3 1 15 8 2 1 10 12 1 1 4 9 21 4 5 22( ) ( ) ( ) ( ) ( )  
اکنون‌براساس‌ستون‌سوم،‌دترمینان‌را‌محاسبه‌می‌کنیم:

| | ( ) ( ) ( )A = ´ - ´
-

+ ´ - ´ + ´ - ´
-

+ + +
4 1

3 2

3 2
1 1

2 3

3 2
5 1

2 3

3 2

1 3 2 3 3 3  

= ´ ´ - - + ´ - ´ - + ´ ´ +4 1 6 6 1 1 4 9 5 1 4 9( ) ( ) ( ) ( )  
= - + + =48 5 65 22  

ملاحظه‌می‌کنید،‌همان‌گونه‌که‌انتظار‌داشتیم،‌هر‌دو‌روش‌جوابی‌یکسان‌داشتند.

‌براساس‌هر‌سطر‌یا‌هر‌ستون‌به‌نتیجه‌ای‌یکسان‌خواهد‌رسید‌ولی‌اگر‌سطر‌یا‌ستونی‌ 3 3´ ‌هر‌چند‌محاسبۀ‌دترمینان‌یک‌ماتریس
تعداد‌درایه‌های‌صفر‌آن‌بیشتر‌باشد،‌محاسبۀ‌دترمینان‌براساس‌آن‌سطر‌یا‌ستون‌ساده‌تر‌صورت‌می‌گیرد.



28

ه 3
دس

-هن
ام 
رس

ن و د
ی م

اها
جر
ما

A را پیدا کنید. ==
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 2 3

4 0 5

6 0 7

 دترمینان ماتریس

‌چون‌ستون‌دوم،‌دارای‌دو‌درایۀ‌صفر‌است،‌راحت‌تر‌آن‌است‌که‌دترمینان‌را‌براساس‌ستون‌دوم‌محاسبه‌کنیم،‌پس‌داریم:

| | ( ) ( )A = ´ - ´ + + = - ´ - =+
2 1

4 5

6 7
0 0 2 28 30 4

1 2  

‌مورد‌استفاده‌دارد‌و‌مراحل‌محاسبۀ‌آن‌به‌صورت‌زیر‌است: 3 3´ ‌این‌روش‌فقط‌برای‌محاسبۀ‌دترمینان‌ماتریس‌های
‌aدو‌ستون‌اول‌و‌دوم‌را‌به‌همین‌ترتیب‌بعد‌از‌ستون‌سوم‌کنار‌آن‌می‌نویسیم: b c

d e f
g h i

a b
d e
g h

 

‌درایه‌هایی‌را‌که‌روی‌قطر‌اصلی‌هستند‌در‌هم‌ضرب‌می‌کنیم‌و‌هم‌چنین‌هر‌سه‌درایه‌ای‌را‌که‌روی‌خطی‌موازی‌با‌قطر‌اصلی‌و‌در‌
aسمت‌راست‌آن‌قرار‌دارند‌در‌یکدیگر‌ضرب‌و‌عددهای‌حاصل‌را‌با‌هم‌جمع‌جبری‌می‌کنیم: b c

d e f
g h i
M aei bfg cdh

a b
d e
g h

= + +

 

‌درایه‌هایی‌را‌که‌روی‌قطر‌فرعی‌هستند‌در‌هم‌ضرب‌می‌کنیم‌و‌هم‌چنین‌هر‌سه‌درایه‌ای‌را‌که‌روی‌خطی‌موازی‌با‌قطر‌فرعی‌و‌در‌
aسمت‌راست‌آن‌واقع‌اند‌در‌یکدیگر‌ضرب‌و‌آن‌ها‌را‌نیز‌با‌هم‌جمع‌جبری‌می‌کنیم: b c

d e f
g h i

N ceg afh bdi

a b
d e
g h

= + +

 

است؛‌ A3 3´ ‌حالا‌عدد‌حاصل‌از‌مرحلۀ‌)3(‌را‌از‌عدد‌حاصل‌از‌مرحلۀ‌)2(‌کم‌می‌کنیم،‌عددی‌که‌به‌دست‌می‌آید‌دترمینان‌ماتریس
. | |A M N= - یعنی

A را با روش ساروس محاسبه کنید و حاصل را با آن چه که در مثال قبلی به دست آمد مقایسه  == --
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

2 3 4

3 2 1

3 2 5

 دترمینان ماتریس

کنید.
2 3 4

3 2 1

3 2 5

2 3

3 2

3 2

- - ‌ ‌

| | ( ) ( ) ( )A = + - - + - = - - =20 9 24 24 4 45 5 17 22  
ملاحظه‌می‌کنید‌که‌نتیجۀ‌حاصل‌با‌آن‌چه‌که‌از‌مثال‌قبلی‌به‌دست‌آمد‌یکسان‌است.

‌این‌روش،‌به‌نوعی‌همان‌روش‌ساروس‌می‌باشد‌که‌در‌آن‌نیازی‌به‌نوشتن‌دو‌ستون‌اضافی‌نیست‌و‌به‌صورت‌زیر‌است:
‌درایه‌های‌قطر‌اصلی‌را‌در‌هم‌ضرب‌می‌کنیم‌و‌سپس‌دو‌عددی‌که‌موازی‌قطر‌اصلی‌هستند‌را‌در‌دورترین‌درایه‌نسبت‌به‌آن‌ضرب‌

‌را‌در‌‌gضرب‌می‌کنیم(‌و‌هر‌سه‌را‌جمع‌جبری‌می‌کنیم: b f´ ‌را‌در‌‌cو d h´ می‌کنیم‌)یعنی
Þ = + +M aei dhc gbf ‌

‌همین‌اعمال‌را‌برای‌قطر‌فرعی‌انجام‌می‌دهیم‌و‌هر‌سه‌را‌جمع‌جبری‌می‌کنیم:

Þ = + +N ceg bdi afh ‌

‌ | |A M N� � ‌است؛‌یعنی:‌ A3 3× ‌حالا‌حاصل‌مرحلۀ‌)2(‌را‌از‌مرحلۀ‌)1(‌کم‌می‌کنیم.‌عدد‌به‌دست‌آمده‌دترمینان‌ماتریس

‌هر‌چند‌در‌نگاه‌اول،‌این‌روش‌مناسب‌به‌نظر‌نمی‌رسد‌ولی‌با‌چند‌بار‌اجراکردن‌آن،‌سهولت‌کار‌برایتان‌روشن‌خواهد‌شد.
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‌است،‌پس‌برای‌تشخیص‌در‌حالت‌موازی‌و‌متمایز‌بودن‌یا‌منطبق‌بودن‌دو‌خط،‌ a
a

b
b� � � ‌هم‌ارز‌با‌معادلۀ | |A =0 ‌واضح‌است‌که

کافی‌است‌یک‌نقطۀ‌دلخواه‌روی‌یکی‌از‌دو‌خط‌انتخاب‌کنیم.‌اگر‌این‌نقطه‌روی‌خط‌دیگر‌صدق‌کند،‌آن‌دو‌خط‌منطبق‌اند‌و‌دستگاه‌بی‌شمار‌
جواب‌دارد‌و‌اگر‌صدق‌نکرد،‌دو‌خط‌موازی‌و‌متمایزند‌و‌دستگاه‌جواب‌ندارد.

 فقط یک جواب داشته باشد، آن گاه m چه مقادیری می تواند داشته باشد؟
3 5 3

2 7

x y
x my

-- ==
++ ==

ìì
íí
îî

 اگر دستگاه

‌یک‌دستگاه‌دومعادلۀ‌دومجهولی،‌زمانی‌یک‌جواب‌منحصربه‌فرد‌دارد‌که‌دو‌خط‌تشکیل‌دهندهء‌آن،‌متقاطع‌باشند‌و‌این‌زمانی‌
3است‌که‌دترمینان‌ماتریس‌ضرایب،‌مخالف‌صفر‌باشد،‌پس‌باید‌داشته‌باشیم: 5

2
0 3 10 0

10

3

-
¹ Þ + ¹ Þ ¹ -

m
m m  

‌باشد،‌آن‌گاه‌دستگاه‌موردنظر‌دارای‌جواب‌منحصربه‌فرد‌است. -10
3

پس‌اگر‌‌mهر‌عددی‌حقیقی‌به‌جز‌

3 2 1

6 4 3

x y
x y
-- ==

-- ++ ==
ìì
íí
îî

 دربارهء تعداد جواب های دستگاه روبه رو، بدون حل آن، تحقیق کنید: 

‌است،‌پس‌دو‌خطی‌که‌معادلات‌این‌دستگاه‌را‌ | |A ‌است‌و‌دترمینان‌آن0= A =
-

-
é

ë
ê

ù

û
ú

3 2

6 4
‌ماتریس‌ضرایب‌این‌دستگاه

تشکیل‌می‌دهند‌موازی‌با‌یکدیگر‌هستند.
اگر‌این‌دو‌خط،‌موازی‌و‌متمایز‌باشند،‌دستگاه‌جواب‌ندارد‌و‌اگر‌این‌دو‌خط‌بر‌هم‌منطبق‌باشند،‌آن‌گاه‌مسئله‌بی‌شمار‌جواب‌دارد.

برای‌تشخیص‌این‌دو‌حالت‌از‌یکدیگر،‌کافی‌است‌یک‌نقطه‌از‌یکی‌از‌دو‌خط‌را‌اختیار‌کنیم؛‌اگر‌این‌نقطه‌در‌معادلۀ‌خط‌دیگر‌صدق‌
کند،‌دو‌خط‌بر‌هم‌منطبق‌هستند‌و‌دستگاه‌بی‌شمار‌جواب‌دارد‌ولی‌در‌غیر‌این‌صورت‌دستگاه‌جواب‌ندارد.

)‌Bدر‌معادلۀ‌خط‌اول‌صدق‌می‌کند‌ولی‌این‌نقطه‌در‌معادلۀ‌خط‌دوم‌صدق‌نمی‌کند، , )1 1 ‌با‌کمی‌دقت‌می‌توان‌پی‌برد‌که‌به‌عنوان‌مثال؛‌نقطۀ
پس‌این‌دو‌خط،‌موازی‌و‌متمایز‌هستند‌و‌دستگاه‌جواب‌ندارد.

 را در نظر بگیرید:
ax by c
a x b y c

+ =
¢ + ¢ = ¢

ì
í
î

دستگاه

، آن گاه دستگاه دارای جواب منحصربه فرد است. )در واقع شیب های دو خط، نابرابر هستند، در نتیجه دو خط در  aa
b
b¢ ¹ ¢  اگر

یک نقطه متقاطع اند.(

، آن گاه دو خط بر هم منطبق هستند و دستگاه بی شمار جواب دارد. aa
b
b

c
c¢ = ¢ = ¢  اگر

، آن گاه دو خط با هم موازی و متمایزند و دستگاه جواب ندارد. aa
b
b

c
c¢ = ¢ ¹ ¢  اگر

، پس با توجه به بند 3 از نکتهء فوق، این دستگاه دارای جواب نیست. 3
6

2

4

1

3-
= - ¹ در مثال قبل داریم

وضعیت دو خطوضعیت شیب هاوضعیت دترمینان ماتریس ضرایبشکلتعداد نقاط مشترک

1‌ | |A
a b
a b

�
� �

�0‌ a
a

b
b� � �

متقاطع‌اند.

0‌ | |A
a b
a b

�
� �

�0‌ aa
b
b

c
c¢ = ¢ ¹ ¢

موازی‌و‌
متمایزند

‌بی‌نهایت | |A
a b
a b

�
� �

�0‌ a
a

b
b

c
c� � � � �

منطبق‌اند.



در هندسهء )1( با مفهوم برش و سطح مقطع آشنا شدیم و آموختیم که سطح مقطع 
هر صفحه با یک جسم فضایی، شکل مسطحی است که از برخورد آن صفحه با جسم 
فضایی پدید می آید؛ به عنوان مثال، اگر هرمی با قاعدهء مثلث )هرم چهاروجهی( را با 
صفحه ای که موازی یکی از وجه های آن است و از رأس هرم نمی گذرد قطع دهیم، 
شکل مقطع، همان گونه که در شکل )الف( مشاهده می کنید، یک مثلث می باشد و اگر 
هرمی قائم با قاعدهء مربع را با صفحه ای که موازی محور هرم است، ولی این صفحه 
از رأس هرم نمی گذرد برش دهیم، همان گونه که در شکل )ب( دیده می شود شکل 

حاصل از برش، یک ذوزنقهء متساوی الساقین است. 
اکنون می خواهیم مقطع یک صفحه با رویه ای مخروطی را در حالات مختلف مشخص کنیم؛ برای این منظور باید ابتدا رویهء مخروطی را بشناسیم.

D حول خط D یک دوران کامل  D را در فضا که در نقطهء S متقاطع اند در نظر بگیرید. اگر خط دو خط D و
کند، شکلی که حاصل می شود را »رویهء مخروطی« می نامند. S را رأس رویهء مخروطی، D را محور رویهء مخروطی 
D(، مولدهای رویهء  و تمام خط هایی را که از رأس می گذرند و بر دایرهء بالا و پایین )قاعده ها( متکی اند )مثل خط

مخروطی می نامند. توجه داشته باشیم که رویهء مخروطی از هر دو طرف رأس آن تا بی نهایت ادامه دارد.
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اگر یک رویهء مخروطی را با یک صفحه برش دهیم، در حالت های مختلف، شکل مقطع متفاوت به وجود می آیند:
 اگر صفحه ای عمود بر محور رویهء مخروطی باشد که از رأس آن نگذرد، مقطع آن صفحه با رویهء مخروطی، یک دایره است. هر چه قدر فاصلهء این 

صفحه از رأس بیشتر باشد، شعاع دایرهء مقطع بزرگ تر است.
 اگر صفحه ای نه عمود بر محور و نه موازی با آن باشد و هم چنین با هیچ یک از مولدهای آن موازی نباشد و از رأس نیز نگذرد، مقطع آن صفحه 

با رویهء مخروطی، یک بیضی است. هر چه قدر فاصلهء این صفحه از رأس بیشتر باشد، قطرهای بزرگ و کوچک بیضی حاصل نیز بزرگ تر هستند.
 اگر صفحه ای با یکی از مولد های رویهء مخروطی، موازی باشد و از رأس هم نگذرد، مقطع آن، یک منحنی به  نام سهمی است.

 اگر صفحه ای بعضی از مولدهای رویهء مخروطی را در یک طرف رأس و بقیهء مولدها را در طرف دیگر آن قطع کند، منحنی مقطع، دارای دو 
شاخه است که آن  را هذلولی می نامند.

اگر‌صفحهء‌برش،‌از رأس رویهء مخروطی بگذرد،‌با‌توجه‌به‌زاویهء‌صفحه‌سه‌حالت‌مختلف‌اتفاق‌می‌افتد:

3( صفحه شامل محور باشد.2( صفحه از مولد بگذرد.1( صفحه عمود بر محور باشد.حالت

شکل

دو خط متقاطعیک خطیک نقطهسطح مقطع

L دوران دهیم، شکلی هندسی پدید می آید که آن را  d را حول خط ثابت  L موازی باشند. اگر  d و   فرض  کنیم دو خط 
»سطح استوانه ای« می نامند. صفحه ای دلخواه در نظر بگیرید که این سطح استوانه ای را قطع می کند. در حالت های مختلف دربارهء 

شکل سطح مقطع، بحث کنید.
  خط L همان محور سطح استوانه ای است. اگر صفحهء P بر محور L عمود باشد، مقطع یک دایره است.

 اگر صفحهء P بر محور L عمود نباشد ولی آن را قطع کند، مقطع یک بیضی است.
 اگر صفحهء P با محور L موازی باشد و سطح استوانه ای را قطع کند، مقطع یک مستطیل است.

)الف()ب()پ(

مجموعهء همهء نقاطی که دارای »ویژگی مشترکی« هستند، به طوری که هر نقطه از این مجموعه، دارای آن ویژگی باشد و هر نقطه که دارای آن 
ویژگی است، عضوی از این مجموعه باشد، »مکان هندسی« نامند. به عنوان مثال؛ به چند مکان هندسی پرکاربرد در ادامه توجه کنید:

 در یک صفحه، مکان هندسی نقطه ای که از دو نقطهء A و B به یک فاصله است، خط 

عمودمنصف پاره خط AB می باشد.
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هر دایره، صفحه را به سه بخش جدا از هم تقسیم می کند. یک بخش آن، نقطه هایی از صفحه هستند که فاصلهء آن ها از مرکز دایره، کم تر از شعاع 
دایره می باشند، این نقطه ها را نقطه های درونی دایره می نامند. )شکل الف( بخش دوم، نقطه هایی از صفحه هستند که فاصلهء آن ها از مرکز دایره، 
برابر شعاع دایره اند، این نقطه ها را محیط دایره می نامند )شکل ب( و بخشی از صفحه که فاصلهء آن ها از مرکز دایره، بیشتر از شعاع دایره هستند، 

این بخش را نقطه های بیرونی دایره می نامند. )شکل پ(

پ( نقطهء بیرون دایرهب( نقطهء روی دایرهالف( نقطهء درون دایره

در این حالت، فاصلهء نقطه از مرکز دایره،
کم تر از شعاع دایره است.

در این حالت، فاصلهء نقطه از مرکز دایره،
برابر با شعاع دایره است.

در این حالت، فاصلهء نقطه از مرکز دایره،
بیشتر از شعاع دایره است.

)A را نسبت به این دایره مشخص کنید. , )1 2 x است. وضعیت نقطهء y x y2 2
2 4 4 0++ ++ -- -- ==  معادلهء دایره ای به  صورت

R است. از طرفی فاصلهء نقطهء A از مرکز دایره،  = + - - ´ - =1

2
2 4 4 4 3
2 2( ) ( ) )Oو شعاع آن , )−1 2  مرکز دایره، نقطهء

AO است، پس نقطهء A درون دایره قرار دارد. R� � �2 AO می باشد؛ چون3 � � � � � �( ) ( )1 1 2 2 2
2 2 برابر 

A را نسبت به  x y( , )1 1 C باشد، چنان چه بخواهیم وضعیت نقطهء x y x y ax by c( , ) = + + + + =2 2
 اگر معادلهء دایره ای به  صورت0

C را پیدا کنیم،  x y x y ax by c( , )
1 1 1

2

1

2

1 1
= + + + + این دایره مشخص کنیم، کافی است مختصات این نقطه را در معادله بگذاریم؛ یعنی حاصل

اگر این مقدار مثبت باشد، نقطهء A بیرون دایره است و اگر این مقدار برابر صفر باشد، روی دایره و چنان چه منفی باشد، نقطهء A درون دایره قرار دارد.

)C، در نتیجه این نقطه درون دایره می باشد. , )1 2 1 2 2 1 4 2 4 5 0
2 2= + + ´ - ´ - = - < در مثال بالا داریم

دایرهء C به مرکز O و شعاع R را در نظر بگیریم، هر خط مانند D با دایرهء C یکی از سه حالت زیر را دارد:

پ( خط D بر دایره مماس است.ب( خط D دایره را قطع می کند.الف( خط D دایره را قطع نمی کند.

 D در این حالت، فاصلهء مرکز دایره، از خط
بیشتر از شعاع دایره است.

 D در این حالت، فاصلهء مرکز دایره، از خط
کم تر از شعاع دایره است

 D در این حالت، فاصلهء مرکز دایره، از خط 
)خط مماس( برابر با شعاع دایره است.

 برای به دست آوردن طول OH یعنی فاصلهء مرکز دایره تا خط D، از فرمول فاصلهء نقطه از خط استفاده می کنیم.

ax برابر است با: by c� � �0 )O از خط , )� � یادآوری می شود که فاصلهء نقطهء

 

OH a b c

a b
� � �

�

| |� �
2 2
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را  موردنظر  دایرهء  شعاع  اگر  است.   OO¢ = - + - - =( ) ( )1 0 2 1 10
2 2 برابر  ) دایره  دو  )خط المرکزین  می کند  وصل  به  هم  را 

نتیجه در  و   10 2= +R یا  OO R R¢ = + ¢ باشیم داشته  باید  باشند،  خارج  مماس  هم  بر  دایره  دو  می خواهیم  چون  بگیریم،   R

، بنابراین، معادلهء دایره به صورت زیر است: R = -10 2

( ) ( ) ( )x y x y x y- + + = - Þ + - + - + =1 2 10 2 2 4 9 4 10 0
2 2 2 2 2  

x مماس داخل باشد. y2 2
4++ == )O باشد و بر دایرهء به معادلهء , )2 1  معادلهء دایره ای را بنویسید که مرکز آن نقطهء

¢ است. =R O′ و شعاع آن2 ( , )0 0 ، نقطهء x y2 2
4+ =  مرکز دایرهء

 OO� � � � � �( ) ( )2 0 1 0 5
2 2 طول خط المرکزین دو دایره را پیدا می کنیم: 

چون دو دایره مماس داخل هستند، پس باید طول خط المرکزین برابر با قدرمطلق تفاضل دو شعاع باشد:
 OO R R R R� � � � � � � � � � �| | | |5 2 2 5  

می شود نتیجه   R � �2 5 از ندارد.  وجود  دایره ای  صورت  این  در  و   R � � �2 5 0 می شود نتیجه   R � � �2 5 از

R و در این صورت معادلهء دایره به صورت زیر است: � � �2 5 0

 ( ) ( ) ( )x y� � � � �2 1 2 5
2 2 2 x    یا     y x y2 2

4 2 4 4 5 0+ - - - - =  

معمولاً به بخش »مسائل مربوط به نقطه، خط و دایره« در امتحان های نهایی توجه ویژه  می شود. ببینید:

  وضعیت نسبی نقطه و دایره: در این سؤالات یک یا چند نقطه می دهند و ما باید مشخص کنیم که روی دایره، داخل یا خارج از 
آن است. در مورد روش حل این سؤال به درس نامه مراجعه کنید.

 سؤال 33 بخش )الف(/ سؤال 34 بخش )الف(/ سؤال های 35 و 36

2 وضعیت نسبی خط و دایره: در مورد خط های خارج، مماس و یا متقاطع با دایره هم در درس نامه مفصل توضیح دادیم. تعداد نقاط 
اشتراک خط و دایره هم جزء این تیپ سؤال قرار می گیرد.

 سؤال 33 بخش )پ(/ سؤال 34 بخش )ب(/ سؤال های 37 تا 45

3 در این تیپ یک نقطه و معادلهء دایره را می دهند و معادلهء خط مماس بر دایره را می خواهند.
 برای نوشتن معادلهء یک خط به یک نقطه و شیب خط احتیاج داریم. مختصات نقطه که در صورت سؤال هست. شیب خط 

هم معکوس و قرینهء شیب قطر دایره در نقطهء تماس است. چرا؟
 سؤال 46

4 وضعیت نسبی دو دایره نسبت به هم: دو دایره در 6 وضعیت نسبت به یکدیگر می تواند قرار بگیرند و این تیپ سؤال بسیار مورد 
علاقهء طراحان امتحان نهایی است.

گاهی این تیپ سؤال با سؤال های به دست  آوردن معادلهء دایره ترکیب می شود.
 سؤال 33 بخش )ب(/ سؤال 34 بخش )پ( و )ت(/ سؤال های 47 تا 53

درستی یا نادرستی عبارت های زیر را مشخص کنید.- 33

)نهایی شهریور 1400( x قرار دارد.  y x2 2
2 0�� �� �� ) روی دایرهء , )3 2−− الف( نقطهء

x متخارج هستند. y y2 2
4 0�� �� �� x و y x2 2

4 0�� �� �� ب( دو دایره به معادله های

x را قطع می کند. y2 2
9�� �� ، دایرهء x y�� �� 5 پ( خط به معادلهء
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جاهای خالی را با عبارت های مناسب پر کنید:- 34

)نهایی خرداد 1401( x قرار دارد.  y x y2 2
2 2 0++ -- ++ == )A در ............... دایره به معادلهء , )1 2-- الف( نقطهء

x مماس باشد، مقدار a برابر با ............... است. y x a2 2 2�� �� �� 3 بر دایرهء 4 8 0x y�� �� �� ب( اگر خط

x نسبت به یکدیگر ............... هستند. y y2 2
8 0�� �� �� x و y x2 2

6 0�� �� �� پ( دو دایرهء به معادله های

x بر یکدیگر مماس خارج باشند، مقدار a برابر با ............... است. y x a2 2
8�� �� �� x و y2 2

9�� �� ت( اگر دو دایرهء

x مشخص کنید.- 35 y x y2 2
3 4++ -- ++ == )B را نسبت به دایرهء , )2 5-- )A و , )1 0 وضعیت نسبی دو نقطهء

)نهایی خرداد 99(- 36 x را تعیین کنید.  y x y2 2
2 2 0++ -- ++ == )A نسبت به دایرهء , )1 2−− وضعیت نقطهء

)نهایی شهریور 98(- 37 x را نسبت به هم مشخص کنید.  y2 �� ��2 2 x و دایرهء y�� �� 2 وضعیت خط

)نهایی دی 98(- 38 x مشخص کنید.  y x y2 2
4 4 7 0�� �� �� �� �� 3 را نسبت به دایرهء 0x y�� �� وضعیت خط

)نهایی شهریور 99(- 39 x را نسبت به هم مشخص کنید.  y x y2 2
2 4 3 0�� �� �� �� �� x و دایرهء y�� �� ��1 0 وضعیت خط

x مماس است؟ - 40 y++ ==3 0 x بر خط به معادلهء y x y a2 2
2 4 0++ -- ++ ++ == به  ازای چه مقدار a، دایرهء به معادلهء

x را در دو نقطهء متمایز قطع کند،  حدود k را به  دست آورید.- 41 y x2 2
2 1++ -- == y دایرهء x k++ ==  اگر خط

x مماس باشد، حدود m چیست؟- 42 y x y2 2
2 0++ ++ ++ -- == y بر دایرهء mx== اگر خط

x را در دو نقطه قطع می کند. فاصلهء این دو نقطه چه قدر است؟- 43 y x2 2
4 5 0++ -- -- == x دایرهء ky++ == 2 خط

B¢¢ و B قطع می کنند. محیط چهارضلعی- 44 ،A ، ¢¢A x را به ترتیب در y x2 2
2 3 0++ -- -- == x دایرهء y-- -- ==2 1 0 2 و 2 0x y++ -- == دو خط

ABA را بیابید. B¢¢ ¢¢

m را به دست آورید.- 45 x مماس باشد، مقدار y x y2 2
2 4 4 0++ -- ++ ++ == 3 بر دایرهء 4 0x my m++ ++ -- == اگر خط

x مماسی بر آن رسم کرده ایم، معادلهء این خط مماس را به دست آورید. - 46 y x y2 2
2 2 3�� �� �� �� )A روی دایرهء , )2 3 در نقطهء

)نهایی خرداد 98، شهریور 1400 و دی 1400(  

)نهایی دی 97(- 47 x نسبت به هم چه وضعی دارند؟  y2 2
4�� �� x و y x2 2

2 4�� �� �� دایره های

)نهایی دی 99(- 48 x را نسبت به هم مشخص کنید.  y2 2
1 1�� �� ��( ) ) و )x y�� �� ��1 1

2 2 وضعیت دو دایرهء

)نهایی خرداد 1400(- 49 x با دایرهء به مرکز مبدأ مختصات و شعاع یک را نسبت به هم مشخص کنید.  y x y2 2
6 4 9 0++ -- -- ++ == وضعیت دایرهء

x بر یکدیگر مماس خارج باشند.- 50 y x y2 2
2 8 16 0++ ++ ++ ++ == x و y x y m2 2

2 2 0++ ++ ++ -- == مقدار m را چنان بیابید که دو دایرهء

x چگونه است؟- 51 y x2 2
4 0++ ++ == y مماس است با دایرهء x== -- ++4

3

5

3
)O که بر خط , )3 1 وضعیت نسبی دایره ای به مرکز

)نهایی دی 98(- 52 x مماس خارج باشد.  y x y2 2
2 4 4�� �� �� �� )O بوده و بر دایرهء به معادلهء , )2 2−− معادلهء دایره ای را بنویسید که مرکز آن

)نهایی شهریور 99(- 53 x مماس داخل باشد.  y x y2 2
8 4 16 0�� �� �� �� �� )O باشد و با دایرهء به معادلهء , )0 1 معادلهء دایره ای را بنویسید که مرکز آن

F¢ نصب کنید و نخ بسته ای را که کشسان نباشد و طول   روی یک صفحهء مسطح دو پونز در دو نقطهء ثابت F و
F¢ بیشتر باشد دور این دو پونز حلقه کنید و قلم را روی نخ تکیه داده طوری که نخ به حالت کشیده درآید و سپس  کل نخ از دو برابر فاصلهء F و

قلم را حرکت دهید. شکلی که نوک قلم بر صفحه پدید می آورد، بیضی نامیده می شود. 

اگر بدون تغییر طول نخ، جای دو پونز را تغییر دهیم، آن گاه بیضی های متفاوت به دست می آیند. در این صورت هر چه قدر فاصلهء دو پونز کم تر باشد، 
آن گاه بیضی حاصل به دایره شبیه تر است و هر چه قدر فاصلهء دو پونز بیشتر باشد، بیضی کشیده تر خواهد بود. 

بیضی کشیده تربیضی شبیه به دایره
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به دست می آیند، همنهشت هستند، مسئله در واقع یک جواب دارد. 
اگر دایره، بر بیضی در دو نقطه مماس باشد، مسئله به ظاهر، دارای 2 جواب است ولی چون دو مثلثی که پدید می آیند همنهشت هستند، 

باز هم مسئله یک جواب دارد. 
اگر دایره و بیضی نقطهء مشترک نداشته باشند، آن گاه مسئله جواب ندارد. 

در این جا می خواهیم از پرتکرارترین سؤالات امتحان نهایی از بخش »بیضی« صحبت کنیم. پیشنهاد می کنم بعد از خواندن هر تیپ سؤال 
و روش حل آن به سراغ سؤال های بخش  بروید:

 اولین و ساده ترین تیپ سؤال های بیضی در مورد تعاریف اولیه یا همان پارامترهای بیضی است؛ یعنی سؤال از ما طول قطرها، 
a زیاد استفاده می شود. b c2 2 2� � فاصلهء کانونی و ... را می خواهد. در این سؤالات از رابطهء اصلی بین پارامترهای بیضی یعنی

 سؤال 55 بخش )ث(/ سؤال های 56 و 57/ سؤال های 63 تا 70/ سؤال های 80 و 81

e را می خواهد یا برعکس. این  c
a

= 2 دومین تیپ در مورد خروج از مرکز بیضی است. یک سری از ویژگی های بیضی را می دهد و
تیپ سؤال بسیار پرکاربرد ولی ساده است.

 سؤال 54 بخش )الف(، )ب( و )پ(/ سؤال 55 بخش )الف(، )پ( و )ج(/ سؤال های 58 تا 62
3 این تیپ در مورد نقاط داخل، خارج و روی بیضی است. باید بدانید که مجموع فاصلهء هر نقطه روی بیضی از کانون ها برابر قطر 

بزرگ بیضی است.
 سؤال 54 بخش )ث(/ سؤال 55 بخش )ب(/ سؤال های 71 و 72

 MN b
a

� � 2 2
4 در مورد وتر کانونی بیضی است که اندازهء آن برابر است با: 

 سؤال 54 بخش )ج(/ سؤال های 73 تا 75
5 خط مماس بر بیضی در مورد ویژگی های این تیپ سؤالات در درس نامه کامل توضیح دادیم.

 سؤال 54 بخش )چ(/ سؤال های 76 تا 78/ سؤال82
6 این تیپ سؤال در مورد خاصیت بازتابندگی بیضی است. همین که اگر پرتو نوری از یک کانون بر بیضی بتابد، پرتوی بازتاب آن 

حتماً از کانون دیگر بیضی عبور می کند.
 سؤال 54 بخش )ت(/ سؤال 55 بخش )ت(/ سؤال83
7 و تیپ آخر سؤالات بیضی در مورد ترکیب دایره و بیضی است.

 سؤال های 84 تا 86

درستی یا نادرستی عبارت های زیر را مشخص کنید:- 54
)نهایی دی 98 و دی 1400( الف( در حالتی که خروج از مرکز بیضی برابر یک باشد، بیضی تبدیل به یک پاره خط می شود. 
)نهایی خرداد 99( ب( در حالتی که خروج از مرکز بیضی برابر یک باشد، بیضی تبدیل به یک دایره می شود. 

1 است.
2

پ( اگر قطر بزرگ بیضی دو برابر قطر کوچک آن باشد، خروج از مرکز بیضی

ت( پرتوی که از کانون یک بیضی بر آن بتابد، موازی با قطر بزرگ بیضی بازتاب می یابد.
MF کوچک تر از قطر بزرگ بیضی است. MF�� ��F′′ باشد، آن گاه حاصل ث( اگر M نقطه ای درون بیضی با کانون های F و

MM است. )a و b نصف  b
a

�� �� 2 2
M′′ قطع کند، آن گاه ج( اگر از کانون بیضی، عمودی بر قطر بزرگ آن رسم کنیم تا بیضی را در نقاط M و

قطر بزرگ و کوچک بیضی اند(.
FMFÆ باشد، آن گاه اندازهء  ¢¢ == 50

 چ( در شکل روبه رو اگر خط d در نقطهء M بر بیضی مماس باشد، زاویهء
)نهایی خرداد 1401( aa است.  bb== == 60

 زاویهء
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جاهای خالی را با عبارت های مناسب پر کنید.- 55
)نهایی خرداد 98، خرداد 1400 و مشابه خرداد 1401( الف( در حالتی که خروج از مرکز بیضی برابر صفر باشد، بیضی تبدیل به یک ............... می شود. 
ب( اگر مجموع فواصل نقطهء A از دو کانون بیضی بیشتر از طول قطر بزرگ بیضی باشد، نقطهء A در ............... بیضی است. )نهایی خرداد 99 و دی 1400(
)نهایی شهریور 99( پ( اگر طول قطر بزرگ بیضی دو برابر فاصلهء کانونی آن باشد، خروج از مرکز بیضی برابر ............... است. 

ت( پرتوی که از کانون بیضی بر آن بتابد، بازتابش آن از ............... می گذرد.
F′′ باشد، آن گاه طول BF برابر با ............... است. ′′BB قطر کوچک یک بیضی به کانون های F و ث( اگر

)نهایی شهریور 1400( ca باشد، بیضی تبدیل به ............... می شود.  == 1 ج( در حالتی که

F¢¢ کانون های بیضی - 56 AA است که در آن F و  FF¢¢ == ¢¢3 B¢¢ دو انتهای قطر کوچک و A¢¢ دو انتهای قطر بزرگ، B و در یک بیضی،  نقاط A و

AABB چه قدر است؟
¢¢
¢¢ هستند. نسبت

4 و فاصلهء کانون تا نزدیک ترین رأس قطر بزرگ برابر 2 است. طول قطر بزرگ را به دست آورید. - 57 2 طول قطر کوچک بیضی

7 باشد، خروج از مرکز بیضی را پیدا کنید. - 58 2 و قطر کوچک آن 7 اگر قطر بزرگ بیضی
)نهایی شهریور 98، شهریور 99 و خرداد 1401(- 59 در یک بیضی افقی به مرکز مبدأ مختصات طول قطرها برابر 10 و 6 است، 

الف( خروج از مرکز بیضی را بیابید.
) را به دست آورید. , )¢¢B B ) و دو سر قطر کوچک , )¢¢A A ، مختصات دو سر قطر بزرگ ( , )¢¢F F ب( مختصات کانون ها

پ( بیضی را روی محور مختصات رسم کنید.
)نهایی خرداد 99(- 60 اگر در یک بیضی طول قطر کوچک 24 و فاصلهء یک کانون تا مرکز آن برابر 5 باشد، خروج از مرکز بیضی را به دست آورید. 

)نهایی خرداد 99(- 61 3 و طول قطر کوچک بیضی 16 باشد، طول قطر بزرگ و فاصلهء کانونی آن را به دست آورید. 
5

اگر خروج از مرکز بیضی برابر

e را به طور تقریبی رسم کنید.- 62 == 1

2
a و  == 8 بیضی با مشخصات 

مرکز بیضی منطبق بر مبدأ مختصات و قطرهای آن مانند شکل، بر محورهای x و y منطبق هستند و - 63
)نهایی شهریور 99( فاصلهء F از هر دو نقطهء O و A برابر 4 است. طول قطر کوچک بیضی را محاسبه کنید. 

 

AF را - 64 B¢¢ A یک سر قطر بزرگ، B یک سر قطر کوچک و F کانونی از بیضی باشد که به A نزدیک تر است. مساحت مثلث های AFB و
برحسب b، a و c پیدا کنید. 

65 -b c a2 2 2�� �� OF. ثابت کنید:  OF c�� �� �� OB و OB b�� �� �� ،OA OA a�� �� ��  در بیضی روبه رو،
)نهایی خرداد 1400 و دی 1400(  

 

F′′ کانون های بیضی هستند. ثابت کنید- 66 A′′ دو سر قطر بزرگ و نقاط F و در بیضی زیر،  نقاط A و
)نهایی شهریور 1400(  . �� �� ��A F AF

 
F′′ کانون های بیضی اند. ثابت کنید مجموع فواصل - 67 در شکل مقابل، نقطهء A داخل بیضی و نقاط F و

)نهایی شهریور 98( F′′ کوچک تر از قطر بزرگ بیضی است.  نقطهء A از F و

 
FBFÆ چند درجه است؟- 68 ′′ اگر در بیضی، طول قطر بزرگ دو برابر طول قطر کوچک باشد، اندازهء زاویهء

)نهایی دی 97 و دی 1400(  

 
FBFÆ چند - 69 ′′ زاویهء اندازهء  برابر طول قطر کوچک است.   2 در بیضی شکل مقابل، طول قطر بزرگ

)نهایی خرداد 99( درجه است؟ 
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نمرهKheilisabz.comمدت امتحان: 165 دقیقه»رشتهء ریاضی و فیزیک«آزمون جمع بندیردیف

درستی یا نادرستی گزاره های زیر را مشخص کنید.1
C مماس خارج باشند، دایره ای به  O R( , الف( مکان هندسی مرکز دایره هایی به شعاع ثابت r که بر دایره ای ثابت(

R است. r++ مرکز O و شعاع
) باشند، یک خط به  )k k>> 0 ب( مکان هندسی نقاطی از صفحه که از خط ثابت d واقع در آن صفحه به فاصلهء معلوم

موازات d است.
پ( اگر صفحه ای تمام یال های یک رویهء مخروطی را در یک طرف رأس قطع کند و از رأس مخروط نگذرد، مقطع 

حاصل دایره یا بیضی است.
ت( بیضی مکان هندسی نقاطی از صفحه است که از یک نقطهء ثابت و یک خط ثابت غیرواقع بر آن خط به یک فاصله 

باشند.
C را در نظر بگیرید. اگر فاصلهء نقطهء O از خط d واقع در صفحهء دایره، کوچک تر از قطر  O R( , ) ث( خط d و دایرهء

دایره باشد، خط d با دایرهء C دو نقطهء مشترک دارد.
x معادلهء یک دایره است. y x y2 2

2 6 11 0++ -- ++ ++ == ج( رابطهء

1/5

جاهای خالی را با عبارت هایی مناسب چنان پر کنید تا گزاره ای درست حاصل شود.2
الف( مکان هندسی، مجموعهء نقاطی است که همهء آن ها دارای یک ............... هستند و هر نقطه که دارای آن ویژگی 

باشد، ............... از آن مجموعه است.
ب( مکان هندسی نقاطی از صفحه که مجموع فاصله های آن ها از دو نقطهء ثابت واقع در همان صفحه مقداری ثابت 

باشد، ............... است.
 DD DD را در نظر بگیرید. اگر A نقطه ای از صفحه باشد، طوری که فاصلهء A از خط پ( سهمی به کانون F و خط هادی

بیشتر از فاصلهء A از F باشد، A نقطهء ............... سهمی است.
ت( اگر پرتوی از کانون سهمی بگذرد و بر سهمی بتابد، بازتابش آن ............... است.
ث( اگر خروج از مرکز بیضی به 1 نزدیک شود، بیضی به ............... شبیه خواهد شد.

1/5

3 2 3 2x y++ == y و x== -- 6 )A می گذرد و دو قطر آن منطبق بر خط های , )1 2 معادلهء دایره ای را بنویسید که از نقطهء
باشند.

1

دایره چه قدر 4 این  دارد. شعاع  قرار   y x== 3 و مرکز آن روی خط )B می گذرد  , )--2 7 )A و , )1 8 نقطهء از دو  دایره ای 
است؟

1

)O باشد.5 , )1 1 3 مماس باشد و مرکز آن نقطهء 4 3 0x y++ ++ == 1معادلهء دایره ای را بنویسید که بر خط

4 وتری جدا می کند. طول این وتر چه قدر است؟ 6 3 3x y++ == x از خط به معادلهء y x y2 2
2 4 4++ -- ++ == 1/5دایرهء

)B می گذرد. مختصات مرکز و طول شعاع این دایره را بیابید.7 , )3 0 )A و , )1 2 ،M( , )0 0 1دایره ای از سه نقطهء

باشد، 8 yها  آن روی محور  مرکز  و  داخل  x مماس  y x2 2
6 5 0++ ++ ++ == و  x y2 2

9++ == دایرهء دو  بر  که  دایره ای  شعاع 
چه قدر است؟

1/5

x رسم کرده ایم. طول هر یک از مماس ها را پیدا 9 y2 2
6++ == از نقطهء M به طول 6 واقع بر محور xها دو مماس بر دایرهء

کنید.

1

3 برابر فاصلهء کانونی آن است. اندازهء زاویهء10 در بیضی شکل مقابل، قطر کوچک
FBFÆ را مشخص کنید. ¢¢

 

1
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ف
F¢¢ کانون های بیضی و نقطهء M روی بیضی است. با توجه به اندازه های روی شکل، خروج از 11 درشکل زیر، نقاط F و

مرکز بیضی را پیدا کنید.
 

1

F¢¢ نقطهء M نقطه ای روی بیضی است. اگر طول قطر بزرگ بیضی 20 و فاصلهء M تا مرکز 12 در یک بیضی با کانون های F و
MF چه مقادیری می تواند باشد؟ MF باشد، طول MF^̂ ¢¢ بیضی برابر 8 و

1

13،MF NF¢¢ == F¢¢ کانون های یک بیضی و نقاط M و N روی بیضی ولی در دو طرف محور کانونی باشند، طوری که  اگر F و
.MF NF¢¢

 نشان دهید
1

y هادی آن باشد، معادلهء سهمی را به دست آورید.14 == 3 )S رأس سهمی و خط , )2 1 1/5اگر

y است. مختصات کانون، رأس سهمی و نیز معادلهء خط هادی آن را 15 y x2
6 8 1 0-- ++ ++ == معادلهء یک سهمی به صورت

پیدا کرده و نمودار تقریبی آن را در یک دستگاه محورهای مختصات رسم کنید.

1/5

DD مفروض است. بیضی ای که یک کانون آن منطبق بر F و کانون دیگر آن 16 سهمی با رأس S، کانون F و خط هادی
DD باشد، در نظر بگیرید. خروج از مرکز این بیضی چه قدر است؟ منطبق بر S و مماس بر خط

1

17 a 2 باشد، در نظر بگیرید. دایره ای به مرکزِ مرکز بیضی و شعاعa F¢¢ که طول قطر بزرگ آن بیضی با کانون های F و
p¢¢ قطع کند، نشان  رسم کرده ایم. اگر از F عمودی بر محور کانونی بیضی رسم کنیم تا این دایره را در نقطه های p و 

2b طول قطر کوچک بیضی است.( ( pp b¢¢ == 2 دهید

1

20مجموع نمرات

برای دانلود حل ویدیوئی آزمون های جمع بندی، QRcode روبه رو را اسکن کنید.
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،  برداری به صورت زیر می باشد:


b a در  را در نظر می گیریم. ضرب خارجی


b b b b= ( , , )
1 2 3

a و a a a= ( , , )
1 2 3

بردارهای
 



a b a b a b a b a b a b a b´ = - - -( , , )
2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1

 
 نمایش می دهند.



a b´ که آن را با نماد
برای این که بتوانیم ضرب خارجی را ساده تر محاسبه کنیم، به ترتیب زیر عمل می کنیم:

 در یک سطر، عنصرهای بردار اول و در سطر بعدی عنصرهای بردار دوم را زیر آن می نویسیم. )شکل زیر(
 
a a a
b b b
1 2 3

1 2 3

 

 دو ستون اول را تکرار می کنیم:
 
a a a
b b b

a a
b b

1 2 3

1 2 3

1 2

1 2

 

 برای پیدا کردن اولین عنصرِ بردار حاصل ضرب خارجی این دو بردار، ستون اول را کنار می گذاریم و دترمینان دو ستون بعدی را به دست می آوریم.

 
ýme Ï»H  ·¼Tw

´Ã¹¨ïÂ¶ HkÃQ Hn  ·¼

­
a a a
b b b

a a
b b

1 2 3

1 2 3

1 2

1 2��� ��
| TTw »j ¸ÄH ·I¹Ã¶oUj
¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾ -a b a b

2 3 3 2

 

 برای پیدا کردن دومین عنصرِ بردار حاصل ضرب خارجی، ستون دوم را کنار می گذاریم و دترمینان دو ستون بعدی را به دست می آوریم:

 
  ³»j ·¼Tw

´Ã¹¨ïÂ¶ HkÃQ Hn  ·¼Tw

�
a a a
b b b

a a
b b

1 2 3

1 2 3

1 2

1 2��� ��
|   »j ¸ÄH ·I¹Ã¶oUj
� ������������ �a b a b3 1 1 3

 

 برای پیدا کردن سومین عنصر نیز ستون سوم را حذف و دترمینان دو ستون بعدی را پیدا می کنیم:

 

a a a a a
b b b b b
1 2 3 1 2

1 2 3 1 2

ýme  ³¼w  ·¼Tw

´Ã¹¨ïÂ¶ HkÃQ Hn  

­

��� ��
| ··¼Tw »j ¸ÄH ·I¹Ã¶oUj
¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾ -a b a b

1 2 2 1

 

پس می توانیم بنویسیم:



   

a b
i j k
a a a
b b b

a a
b b

i
a a
b b

j
a a
b b

k a´ = = - + =
1 2 3

1 2 3

2 3

2 3

1 3

1 3

1 2

1 2

2
( bb a b a b a b a b a b

3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1
- - -, , )

 است.


b a و q زاویهء بین | که | | a | | b | sin







a b´ = q  ثابت کنید

 


a b a b a b a b× = + +
1 1 2 2 3 3

،  آن گاه: 


b b b b= ( , , )
1 2 3

a و a a a= ( , , )
1 2 3

 فرض کنیم

، پس: 


a b a b a b a b a b a b a b´ = - - -( , , )
2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1

از طرفی چون

  | | | ( , , ) |



a b a b a b a b a b a b a b´ = - - -2

2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1

2   

 = - + - + -( ) ( ) ( )a b a b a b a b a b a b
2 3 3 2

2

3 1 1 3

2

1 2 2 1

2  

 = + - + + - + +a b a b a a b b a b a b a a b b a b a
2

2

3

2

3

2

2

2

2 3 2 3 3

2

1

2

1

2

3

2

1 3 1 3 1

2

2

2

2
2 2

22

1

2

1 2 1 2
2b a a b b-  

 = + + + + - + +( ) (b ) ( )a a a b b a b a b a b
1

2

2

2

3

2

1

2

2

2

3

2

1 1 2 2 3 3

2  

 = - ×| | | | ( )



a b a b2 2 2  

 = - = - =| | | b | (| | | | cos ) | | | b | ( cos ) | | | b |















a a b a a2 2 2 2 2 2 2 2
1q q ssin2 q Þ | | | | | | sin







a b a b´ = q  
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q باشد   از هندسهء )2( می دانیم مساحت یک متوازی الاضلاع که طول اضلاع آن a و b و زاویهء بین دو ضلع آن

S است، بنابراین از قضیهء فوق چنین نتیجه می شود که: ab= sinq برابر
اندازهء حاصل ضرب خارجی دو بردار،  برابر است با مساحت متوازی الاضلاعی که با آن دو بردار ساخته می شود.

‌را‌در‌نظر‌بگیرید.‌مساحت‌متوازی‌الاضلاعی‌را‌که‌با‌این‌دو‌بردار‌ساخته‌می‌شود،‌


b == ( , , )1 2 3 ‌و a == --( , , )3 2 1 ‌بردارهای
پیدا‌کنید.

؛ به بیان  


a b´  برابر است با اندازهء بردار


b a و  بنا بر نتیجه ای که در بالا بیان شد، مساحت متوازی الاضلاع حاصل از دو بردار
 S a bÌ°ò¯HïÁpH¼T¶ = ´| |



دیگر: 

 




a b´ = - ´ =
-

= -

-

( , , ) ( , , ) ( , , )3 2 1 1 2 3
3 2 1

1 2 3

3 2

1 4
8 10 4

8 10 4

 را پیدا می کنیم: 


a b´ ابتدا بردار

 | | ( )



a b´ = + - + = =8 10 4 180 6 5
2 2 2  

 S a b= ´ =| |



6 5 بنابراین: 

)‌Cسه‌رأس‌مثلث‌‌ABCباشند،‌مساحت‌این‌مثلث‌را‌پیدا‌کنید. , , )3 0 1 )‌Bو , , )2 1 4-- ‌،A( , , )1 2 3 ‌اگر
اندازهء بردار حاصل ضرب  بنا بر نتیجهء فوق،  AC را ضرب خارجی کنیم، آن گاه 

� ���
AB و
� ���

 اگر بردارهای
خارجی برابر است با مساحت متوازی الاضلاع حاصل از این دو بردار و نصف آن، برابر مساحت مثلث است.

 AB x x y y z zB A B A B A
� ���

= - - - = - - - - = -( , , ) ( , , ) ( , , )2 1 1 2 4 3 1 3 1  

 AC x x y y z zC A C A C A
� ���

= - - - = - - - = - -( , , ) ( , , ) ( , , )3 1 0 2 1 3 2 2 2  

AB AC
� ��� � ���

´ = - ´ - - =( , , ) ( , , ) ( , , )1 3 1 2 2 2 8 4 4  

 Ì°ò¯HïÁpH¼T¶ SeIv¶ = ´ = = =| | | ( , , ) | | ( , , ) | |AB AC
� ��� � ���

8 4 4 4 2 1 1 4 (( , , ) |2 1 1 4 2 1 1 4 6
2 2 2= + + =  

 Þ = =S
ABC

D
1

2
4 6 2 6( )  

 

 دو بردار باشند. در این صورت خواص زیر برای آن ها برقرار است:


b b b b= ( , , )
1 2 3

a و a a a= ( , , )
1 2 3

فرض کنید

 

 

a b b a´ = - ´  ضرب خارجی دو بردار در حالت کلی دارای خاصیت جابه جایی نیست. 

‌را‌به‌دست‌آورید‌و‌سپس‌آن‌ها‌را‌با‌هم‌مقایسه‌کنید.


b a´́ ‌و 


a b´́ ،‌آن‌گاه


b == --( , , )4 1 2 ‌و a == --( , , )2 1 3 ‌اگر
 با توجه به مراحلی که در بالا به آن ها اشاره شدند، خواهیم داشت:

 


a b´ = - ´ - = - - -( , , ) ( , , ) ( , , )2 1 3 4 1 2 1 16 6   
 را به دست می آوریم که به صورت زیر است:



b a´ به همین ترتیب حاصل

 


b a´ = - ´ - =( , , ) ( , , ) ( , , )4 1 2 2 1 3 1 16 6  
، قرینهء یکدیگرند.



b a´  و


a b´ ملاحظه می شود که دو بردار

 ra b r a b a rb











´ = ´ = ´( )  اگر r عددی حقیقی باشد، آن گاه داریم: 

 عمود است.


b a و  بر هر یک از دو بردار


a b´  دو بردار ناصفر و ناموازی باشند، آن گاه بردار


b a و  اگر

 و 



a a b× ´ =( )  عمود است، پس0


b a و  بر هر یک از بردارهای


a b´ با توجه به خاصیت )3( می توان نتیجه گرفت که چون
 یعنی: »ضرب خارجی دو بردار، برداری است عمود بر آن دو بردار.«







b a b× ´ =( ) 0
  



a a b a a b a b a a b a b a a b a b× ´ = - + - + - =( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 3 2 2 3 1 1 3 3 1 2 2 1

0  






b a b b a b a b b a b a b b a b a b× ´ = - + - + - =( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 3 2 2 3 1 1 3 3 1 2 2 1

0  
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الف( نادرست؛ )شاید بعضی از درایه های قطر اصلی صفر باشند.(- 1
ب( درست

پ( نادرست؛ )شاید مربعی باشند ولی هم مرتبه نباشند.(
ت( درست

 ) A A- = -1 2 A، پس  A I( )- =2 ث( درست؛ )زیرا 
ج( نادرست؛ )زیرا در ماتریس ها، قاعدهء حذف برقرار نیست.(

الف( غیرواقع بر قطر اصلی ـ واقع بر قطر اصلی- 2
I )پ ب( همان مرتبه 

ت( مخالف صفر
ث( حاصل ضرب درایه های واقع بر قطر اصلی آن

3 -
 A =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

1 5 7

1 2 9
 

B باشد، پس باید داشته باشیم:- 4
a b
c d

=
é

ë
ê

ù

û
ú فرض کنیم

 AB BA
a b
c d

a b
c d

= Þ
-
-

é

ë
ê

ù

û
ú ´

é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú ´

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

2 4

1 2

2 4

1 2

 Þ
- -
- -

é

ë
ê

ù

û
ú =

+ - -
+ - -

é

ë
ê

ù

û
ú

2 4 2 4

2 2

2 4 2

2 4 2

a c b d
a c b d

a b a b
c d c d

 

 Þ

- = + Þ = -
- = - - Þ = +

- = + Þ = -
- = -

2 4 2 4

2 4 4 2

2 2 4

2 4

a c a b b c
b d a b d b a
a c c d c a d
b d cc d b c- Þ = -

ì

í
ï
ï

î
ï
ï 2 4 ÁnHo§U

 

 d b a= + مقادیرc ،b ،a و d باید به گونه ای انتخاب شوند که در دو رابطۀ 
 c مقادیری برای ،b و a صدق کنند. به ازای مقادیر دلخواه b c= -4 و 
و d به دست می آیند و مسئله بی شمار جواب دارد. به عنوان مثال؛ اگر 
d خواهد بود؛ یعنی =1 c و  = b باشد، آن گاه 1+ = -4 a و  = 5

B یکی از ماتریس های مورد نظر است. =
-é

ë
ê

ù

û
ú

5 4

1 1

بنابر - 5 هستند.  صفر   ،A ماتریس  اصلی  قطر  بالای  درایه های  تمام 
مطالب متن درس، دترمینان آن برابر با حاصل ضرب درایه های قطر 
| و |B = -5 | و به سادگی معلوم می شود |A = 3 اصلی است، پس

| در نتیجه: |I
3

1=

 | | | | | | | | | |A B I A B I´ - = ´ -3 33
3

3  
 = ´ - - ´ = -3 5 27 1 42( )  

6 -

 
2 1

3

1

2

2 2 2

6 3x
a
a

a a
ax x a

é

ë
ê

ù

û
ú ´

é

ë
ê

ù

û
ú =

+ +
+ +

é

ë
ê

ù

û
ú  

ماتریسی قطری است که تمام درایه های غیرواقع بر قطر اصلی آن صفر 
باشند. در نتیجه داریم:

 
2 0

6 0

2

2 6 0 3

+ =
+ =

Þ
= -

- + = Þ =
ì
í
î

ì
í
ï

îï

a
ax

a
x x

 

دو ماتریس هم مرتبه زمانی برابرند که درایه های نظیر برابر باشند:- 7

 

y x y
x x

z y z

x

y

- = ¾ ®¾¾ =
+ = Þ =

= ¾ ®¾¾ =

ì

í
ïï

î
ï
ï

=

=

1 5

1 3 2

2
5

2

2 2

5

 

 x y z+ + = + ´ + ´ =2 4 2 2 5 4
5

2
22  

A2 را محاسبه می کنیم:-   ابتدا

 A I2
0 1

3 0

0 1

3 0

3 0

0 3
3
1 0

0 1
3=

é

ë
ê

ù

û
ú ´

é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú =  

 A A A A A A I A I A5 4 2 2 2 2
3 9 9= ´ = ´ = ´ = ´ =( ) ( )  

 A A I I I8 2 4 4 4 4
3 3 81= = = =( ) ( )  

  -

 A =

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

1

2

1

3

3

2
1

باتوجه به ضابطۀaij داریم: 

 A2

1

2

1

3

3

2
1

1

2

1

3

3

2
1

1

4

1

2

1

6

1

3

3

4

3

2

1

2
1

=

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

´

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=
+ +

+ +

éé

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
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ú

3

4

1

2

9

4

3

2

 

است نتیجه می شود:- 10 A A2 = از این که 
 A A A A A A AA A3 2 3 2

2

= ´ ¾ ®¾¾ = ´ ==  

 A A A A
2

3=¾ ®¾¾ =  
چون A و I تعویض پذیرند، پس اتحادهای جبری در مورد این دو ماتریس 
 ( )A I A A I AI I+ = + + +3 3 2 2 3

3 3 برقرار است و داریم: 

 = + + + = + + + = +A A A I A A A I A I3 2
3 3 3 3 7  

B و چون - 11 Bn - A و هم چنین  An = ، پس A A2 = چون 
 .AB BA= تعویض پذیرند، پس  B و   A ماتریس های  فرض  به  بنا 

چون A و B تعویض پذیرند، پس اتحادهای جبری برقرار است:

 ( )A B A A B AB B+ = + + +3 3 2 2 3
3 3  

 = + + + = + +A AB AB B A AB B3 3 6  
12 -

A ماتریس ضرایب X
x
y

B=
-

é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú

3 5

4 1

4

13
, ,  

 A- =
´ - - ´

- -
-
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ë
ê

ù

û
ú = -

- -
-

é

ë
ê

ù

û
ú

1 1

3 1 4 5

1 5

4 3

1

23

1 5

4 3( )  

X A B= = -
- -
-

é

ë
ê

ù

û
ú

é
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û
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-
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û
-1 1

23
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1
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 .OH a= 2 3

3
و چون OBPH مستطیل است، پس

OH OA AH a= + Þ 2 3

3
 

 = + Þ = -a AH AH a( )2 3 3

3
   )1(  

یعنی OB؛  BF= 1

2
BFOÆ، پس = 30

 معلوم می شود به سادگی 
؛ از طرفی: b a= 1

2

 c a b a a a c a2 2 2 2
2 2

4

3

4

3

2
= - = - = Þ =  

 FA OA OF a c a a a= - = - = - = -3

2

2 3

2

( )    )2(  

 ( ) ( )1 2

2 3 3

3

2 3

2

2 2 3 3

3 2 3

2 3

3
,

( )

( )
( )
( )

Þ =

-

-
= -

-
=AH

AF

a

a
 

79 -
.SwH  ÂñÃM  Á»n  
.SwH  ÂñÃM  Á»n  
ÆoÎ 

A AF AF a
B BF BF a

Þ + ¢=
Þ + ¢=

2
2

  ¾M  I¹M  BF AF= ¢

ü

ý
ï

þ
ï

 

 Þ = ¢AF BF  
این  پس  برابرند،  دوبه دو  روبه رو  اضلاع   AFBF′چهارضلعی در  چون 
′BF و AF موازی هستند. چهارضلعی یک متوازی الاضلاع است و در نتیجه

80 - AF AF a� � � 2   )1( چون A روی بیضی است،پس: 
 BF BF a� � � 2   )2( و از آن جا که B هم روی بیضی است، پس: 
 ( ),( )1 2 � � � � � �AF AF BF BF  

 AF BF AF BF��� ���� � �  
′BFF به حالت برابری سه ضلع، همنهشت اکنون دو مثلث′AFF و

هستند، پس اجزای نظیر در دو مثلث با هم 
Æ و بنابراین مثلث ÆF F1 1� � برابرند، در نتیجه
′MFF در رأس M متساوی الساقین است.

چون M روی بیضی است، پس: - 81
 MF MF a+ ¢ = 2    )1(  
¢MFF داریم:  در مثلث قائم الزاویهء
MF MF FF¢ - = ¢2 2 2  

 Þ ¢ + ¢- =( )(MF MF) cMF MF
a2

2
4� �� ��  

Þ ¢ - = ¾ ®¾ - - =MF MF c
a

a MF MF c
a

2
2

2
2

1
2

( ) ( )  

Þ = - = - = Þ =2 2 2 2 22 2 2 2 2
MF a c

a
a c
a

b
a

MF b
a

( )  

 S MF FF b
a

c b c
a

b eMFF¢ = ´ ¢ = ´ ´ = ´ =1

2

1

2
2

2
2 2  

 S AA MF a b
a

bMAA¢ = ¢´ = ´ ´ =1

2

1

2
2

2
2 هم چنین:  

 S AF MF a c b
aMAF¢ = ¢´ = +1

2

1

2

2

( ) و نیز: 

= + = +1

2

1

2
1

2 2( ) ( )a
a

c
a
b e b  

82 - MF نیمساز زاویهء بین ،M الف( می دانیم مماس بر بیضی در نقطهء
FMx می  باشد.  D نیمساز زاویهء ¢MF است، پس و امتداد

D رسم  می شود، Mx را در P قطع  اگر امتداد عمودی که از F بر
کند، چون در مثلث MPF، پاره خط MH هم ارتفاع و هم نیمساز

است، پس عمودمنصف نیز می باشد، در 
نتیجه نقطهء P، بازتاب نقطهء F نسبت 
، M و  ¢F D می  باشد، بنابراین به خط

P بر یک راستا هستند.
ب( زیرا M روی بیضی است.   

 PF PM MF MF MF a
MF

¢ = + ¢ = + ¢ =
=


2  

مختصات - 83 که  است  واضح 
از  است.   O( , )4 3 بیضی مرکز 
و  a OA= = - =9 4 طرفی5
بیضی  در   . b OB= = - =6 3 3

a برقرار است، پس b c2 2 2= + رابطهء
  a b c c c c2 2 2 2 2 2 2

5 3 16 4= + Þ = + Þ = Þ = داریم: 
)F می باشد. , )8 3 یا F( , )4 4 3+ در نتیجه مختصات کانون F به  صورت
بر  بیضی  کانون  یک  از  که  پرتویی  بیضی،  بازتابندگی  ویژگی  بنابر 
روی   F نقطهء  پس  می گذرد،  دیگر  کانون  از  آن  بازتابش  بتابد،  آن 
¢AA زاویهء 45 درجه  با بازتابش  بازتابش قرار دارد. چون پرتو  پرتو 
با  بازتابش  پرتو  مورب،  و  موازی  قضیهء خطوط  بر  بنا  پس  می سازد، 
جهت مثبت محور xها نیز زاویهء 45 درجه تشکیل می دهد و در نتیجه 
m است. اکنون معادلهء پرتو بازتابش  = =tan45 1

 شیب این خط 
y x y x- = ´ - Þ = -3 1 8 5( ) را پیدا می کنیم: 

84 - AA a� � 2 چون قطر دایره برابر
و در  a می باشد  آن  است، پس شعاع 
 OF c= OM. از طرفی a= نتیجه
بنا   OMF است. در مثلث قائم الزاویهء

بر رابطهء فیثاغورس داریم:
 MF OF OM MF c a2 2 2 2 2 2� � � � �  
 � � � � � �MF a c b MF b2 2 2 2  

یعنی MF نصف قطر کوچک بیضی است.
از O به M وصل می کنیم، پس- 85

مثلث  در   .OF c= و  OM a=

قائم الزاویهء OMF داریم:
MF OM OF2 2 2= -  

 = - = Þ =a c b MF b2 2 2  
¢MFF داریم:  اکنون در مثلث قائم الزاویهء

MF MF FF b c¢ = + ¢ = +2 2 2 2 2
4  

 = + + = + Þ ¢ = +

=

b c c a c MF a c

a

2 2 2 2 2 2 2

2

3 3 3���  
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1، در ربع چهارم مختصات، مؤلفهء اول )x( مثبت و - 1 2< <m الف(
مؤلفهء دوم )y( منفی است، پس داریم:

 
m m
m m

m
- > Þ >
- < Þ <

ü
ý
þ

¾ ®¾¾ < <
1 0 1

2 0 2
1 2

¥ HoT{H  

2 را  3 6x y+ < ب( 3، ابتدا رابطهء
رسم می کنیم. برای این کار نامعادله 
تبدیل   2 3 6x y+ = معادلهء به  را 

می کنیم:
پس  می کند.  صدق   2 3 6x y+ < نامعادلهء در   ( , )0 0 دلخواه نقطهء 
2 است و مساحت بخشی از آن  3 6x y+ = ناحیهء مطلوب زیر خط

 S = ´ ´ =1

2
3 2 3 که در ربع اول قرار دارد، برابر است با: 

هر نقطه روی نیمساز ناحیهء دوم و چهارم - 2
از دو محور x و y به یک فاصله است ولی با 
توجه به شکل،  این دو مقدار، مختلف العلامه 
می باشند، پس معادلهء نیمساز ناحیهء دوم و 

y است. x= - چهارم به صورت
x به شکل مقابل است.  -3 y2 = نمودار

)شکل 1(

 

 x y2 £ نامعادلهء در  را   A( , )2 0 نقطهء
آزمایش می کنیم. در نتیجه خواهیم داشت

نقاط  پس  است،  نادرست  که   2 0
2 £

این  جواب های  آن  روی  و  سهمی  درون 
نامعادله هستند )شکل 2(.

نقاط  تمام  پس  باشد،   y £ 2 باید چون 
y و روی آن جواب های این  = 2 زیر خط

معادله هستند )شکل 3(. 

و )3( جواب های  اشتراک شکل های )2( 
مسئله هستند )شکل 4(.

 

4 - y y y2
4 2 2³ º ³ £ -IÄ الف( 

 x x2
1 1 1£ º - £ £  

در شکل مقابل، اشتراک بین دو ناحیه به 
جواب  و  داده شده  نمایش  رنگی  صورت 

مسئله می باشد.

y است، رسم  x= - 2 x را که معادل با y2
0+ = ابتدا نمودار ب( 

x می گذاریم؛  y2
0+ ³ )A را در نامساوی , )0 2- می کنیم و نقطهء

از صفحه  قسمتی  پس  است،  نادرست  که   0 2 0- ³ می شود نتیجه 
محدودهء اینک  می باشد.  نامعادله  جواب  دارد  قرار  سهمی  بیرون  که 

x است را مشخص  = x و1- = -2 - که بین دو خط £ £ -2 1x
می کنیم. اشتراک این دو محدوده آن ها جواب مسئله می باشد که در 

شکل، با رنگ مشخص شده است.

y را رسم می کنیم و نقطهء x= 2 پ( همانند قسمت  )ب( ابتدا نمودار
نامساوی  در  که  می شود  مشاهده  می کنیم.  آزمایش  را   A( , )0 2-

صدق  نامعادله  این  در  سهمی  بیرون  نقاط  پس  می کند،  صدق  اول 
 x y2 2

1+ = با معادل  که  را   x y2 2
1= - نمودار حالا  می کنند 

است، رسم می  کنیم که یک دایره به مرکز مبدأ و شعاع 1 است. نقطهء 
دایره  روی  یا  بیرون  نقاط  پس  می کند،  صدق  دوم  نامساوی  در   A

در این نامعادله صدق می کنند. اشتراک 
در  است.  مسئله  جواب  ناحیه  دو  این 
رنگ مشخص  با  این جا محدودهء جواب 

شده است.
 x y x y2 2 2 2

1 1³ - º + ³  
الف( ناحیهء محدودشده، مستطیلی به - 5

طول 5 و عرض 2 است که مساحت آن
2 می باشد. 5 10´ =

ب( مساحت محدودشده، قطعه ای از دایره ای به مرکز مبدأ و شعاع 2 

از دایره که مقابل به زاویهء مرکزی است. می دانیم مساحت قطعه ای 

S به دست می آید. با  R= -1

2

2 ( sin )q q q رادیان باشد از رابطهء

 ، ÆO
1

30= است، پس OH = 3 OA و = 2 توجه به شکل، چون

، در نتیجه: q p= = =AOBÆ 60
3

 بنابراین

S = ´ -1

2
2

3 3

2( sin )p p  

= -2

3
3

p  
  

xoy است و - 6 الف( درست؛ )هر نقطه با ارتفاع صفر، روی صفحهء
برعکس(.

yoz است و برعکس(. ب( درست؛ )هر نقطه با طول صفر، روی صفحهء
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a برقرار باشد.1 i jij == --2 3 بنویسید طوری که برای هر i و j, رابطهء 4´́ 0/75ماتریسی از مرتبهء

1ماتریسی اسکالر از مرتبهء 4 بنویسید که مجموع تمام درایه های آن 36 باشد.2

3 2
2 3

4 5
3

1 6

2 1--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú ++ ==

--
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úúX 2 باشد، از رابطهء مقابل، ماتریس X را مشخص کنید:  2´́ 1/25با فرض این که X ماتریسی

A را پیدا کنید.4 A I2
2 3-- ++ ، آن گاه حاصل I ==

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 0

0 1
A و ==

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 3

4 5
1اگر

b تعریف شده اند. 5
i j i j
i i jij ==
++ ¹¹
-- ==

ìì
íí
îî

:
:1

a و
i j

i j i jij ==
¹¹

++ ==
ìì
íí
îî

2 :
:

B به صورت های ij== ´́[b ]2 2 A و ij== ´́[a ]2 2 ماتریس های

B را مشخص کنید. A´́ حاصل

1/25

AB برقرار باشد.6 AC== ، آن گاه ماتریسی مخالف B چنان بیابید که رابطهء B ==
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 1

1 4
A و ==

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 1

4 2
1اگر

B برابر باشند،  آن گاه x و y را پیدا کنید.7 x y
y x

== ++
--

éé

ëë
êê
êê

ùù

ûû
úú
úú

2 4

2

2

A و
x y

==
++éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

3 5

2 2
0/75اگر دو ماتریس

BA را تشکیل دهید و نتیجهء حاصل را بیان کنید.8 3 و دلخواه باشد، ماتریس هایAB و 3´́ A و B ماتریسی
a

a
a

==
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1

2

3

0 0

0 0

0 0

1اگر

9 BA AB و A را تشکیل دهید و نتیجهء حاصل را بیان کنید. آیا B´́ اگر A  و B دو ماتریس قطری از مرتبهء 3 باشند، حاصل

برابر هستند؟

1

| را به دست آورید.10 | | | | |A B C++ ++ ، آن گاه حاصل C ==
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

3 1 2

2 1 3

3 1 0

B و ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

3 4

1 2
،A == [ ]2 1اگر

| را پیدا کنید. )دتر مینان AB را پیدا کنید.(11 |AB ، آن گاه حاصل B == --[[ ]]3 1 1 A و ==
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

5

2

1

0/75اگر

 را در نظر بگیرید. بدون حل دستگاه, بررسی کنید که این دستگاه دارای جواب است؛ سپس با 12
3 2 4

3

x y
x y

++ ==
-- ==

ìì
íí
îî

دستگاه معادلات

استفاده از ماتریس وارون، آن را حل کنید.

1/25

اگر صفحه ای بر محور رویهء مخروطی عمود نباشد و از رأس رویه نیز نگذرد و با هیچ یک از یال های آن موازی نباشد، مقطع آن 13

صفحه با رویهء مخروطی چه شکل هایی می تواند باشد؟

0/75

r) چیست؟ شکل مناسبی رسم کنید.14 )>> 0 1مکان هندسی نقاطی از صفحه که فاصله اش از خط d، واقع در همان صفحه، برابر r باشد

)A بگذرد و بر دو محور مختصات، مماس باشد.15 , )1 2-- 1/5معادلهء دایره ای را بنویسید که از نقطهء

x را مشخص کنید.16 y x y2 2
2 4 0++ ++ -- == 4 با دایرهء 3 0x y-- == 1/25وضعیت نسبی خط

)O باشند، پیدا کنید. سپس معادلهء مماس 17 , )0 0 )B و , )3 2 ،A( , )2 1 معادلهء دایرهء محیطی مثلثی را که مختصات سه رأس آن

بر این دایره را در نقطهء A پیدا کنید.

2

x باشد.18 y++ == 4 )B بگذرد و معادلهء یکی از قطرهای آن , )4 6 )A و , )--2 4 1/5معادلهء دایره ای را بنویسید که از نقاط

20جمع نمرات
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عبارت های زیر را کامل کنید.1

m برابر با ............... است. r++  یک ماتریس همانی باشد، حاصل
r m --éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú
1

0 1
الف( اگر ماتریس

ب( اگر در بیضی خروج از مرکز به عدد صفر نزدیک شود، کشیدگی بیضی کم تر شده و بیضی به ............... نزدیک تر می شود.

x قرار دارد. y x y2 2
2 2 0++ -- ++ == )A در ............... دایره به معادلهء , )1 2-- پ( نقطهء

c در یک صفحه باشند، آن گاه حجم متوازی السطوح بناشده توسط سه بردار برابر ............... است.  و


b ، a ت( اگر سه بردار

1

درستی و نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید. سپس شکل صحیح عبارت نادرست را بنویسید.2

| است. |2 40A == | باشد، آن گاه |A == 5 3 و 3´́ الف( اگر A یک ماتریس

ب( اگر صفحهء P به گونه ای باشد که هر دو تکهء بالایی و پایینی سطح مخروطی را قطع کند و شامل محور نباشد، در این صورت 

فصل مشترک صفحهء P و سطح مخروطی یک هذلولی است.

FMFÆ باشد،  ¢¢ == 50
 پ( در شکل روبه رو، اگر خط d در نقطهء M بر بیضی مماس باشد و زاویهء

aa است.  bb== == 60
 آن گاه اندازهء زاویهء

 است.
� � ��
i j O´́ ==  حاصل ضرب خارجی



j  و


i ت( برای دو بردار واحد

1/5

A ماتریس قطری باشد.3 B´́ ، مقادیر a و b را طوری به دست آورید که B ==
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 2

3 2
A و

a
b

==
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

4

1
1اگر

B باشد:4 == --
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

2 1 0

1 3 2

2 0 5

a و
i j i j
j i j

i j
ij ==

++ ==
>>
<<

ìì

íí
ïï

îî
ïï0

A که aij== ´́[ ]3 3 ماتریس A مربعی مرتبهء سه به صورت

الف( ماتریس A را به صورت آرایش مستطیلی بنویسید.
ب( دترمینان ماتریس B را محاسبه کنید.

1/25

 را با استفاده از ماتریس وارون حل کنید.5
2 4

7 4 15

x y
x y

++ ==
++ ==

ìì
íí
îî

1/25دستگاه

1/5نقاط B ،A و C در صفحه مفروض اند. نقطه ای بیابید که از A و B به یک فاصله و از C به فاصلهء 3 سانتی متر باشد)بحث کنید(.6

3 مماس باشد.7 4 3 0x y-- ++ == )O و بر خط , )1 1-- 1معادلهء دایره ای را بنویسید که مرکز آن نقطهء

در یک بیضی افقی به مرکز مبدأ مختصات، طول قطرها برابر 10 و 6 است:8

الف( خروج از مرکز بیضی را بیابید.

) را به دست آورید. , )¢¢B B ) و دو سر قطر کوچک , )¢¢A A ، مختصات دو سر قطر بزرگ ( , )¢¢F F ب( مختصات کانون ها

پ( بیضی را روی محور مختصات رسم کنید.

1/5

y را بیابید.9 y x2
2 8 9 0-- -- ++ == الف( معادلهء متعارف و فاصلهء کانونی سهمی به معادلهء
ب( مختصات رأس، کانون و معادلهء خط هادی سهمی را به دست آورید.

1/5

در شکل روبه رو، سهمی با رأس A، کانون F و خط هادی d رسم شده است. از کانون F به نقطهء دلخواه 10
 d را بر MT ،M قطع کند و از نقطهء N را در d روی سهمی وصل کرده و امتداد داده ایم تا خط M

عمود کرده ایم. 

 FNFA
NT
TH== 2 ثابت کنید:

1/25

x را رسم کنید.11 y2 2££ ££ 0/5شکل کلی )نمودار( مربوط به رابطهء
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ب( خط )0/25(- 1 الف( 8 )0/25(	 
ت( 6 )0/25( پ( دایره	)0/25( 

ب( نادرست )0/25(- 2 الف( درست )0/25( 
ت( نادرست )0/25(	  پ( درست )0/25(	 

3 -
 
m
n

m
n

- =
+ =

ì
í
î

Þ
=
= -

ì
í
î

2 0

1 0

2

1

(0/25)

(0/25)
 

 AB =
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

-
-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

= -
-

é

ë

ê
2 0 0

0 3 0

0 0 3

2 1 1

2 0 1

3 1 2

4 2 2

6 0 3

9 3 6

êê
ê

ù

û

ú
ú
ú

 )0/5(  

4 - | | ( | | )2 4
2A A= +  )0/5( Þ - =( | | )A 2 0

2  )0/25(  
Þ =| |A 2  )0/25(  

| | | |A A
- =1 1  )0/25( = 1

2
	)0/25(  

5 - A
x
y

=
-é

ë
ê

ù

û
ú Þ

é

ë
ê

ù

û
ú =

+ -
é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë
ê

ù

û
ú

3 4

2 1

1

3 8

1 4

2 3

7

1

(0/5)
� ��� ���

((0/25)
� ����� �����

  

=
-

é

ë
ê

ù

û
ú

1
1

 )0/25( 	

فاصلهء مرکز دایره تا خط مماس بر دایره برابر است با:- 6

 r = + +

+
= =| ( ) ( ) |3 2 4 1 5

4 3

15

5
3

2 2

 )0/5(  

 ( ) ( )x y- + - =2 1 9
2 2 )0/5( معادلهء دایره ای برابر است با: 

مرکز و شعاع دایره:- 7
	 x y x y x y2 2 2 2

6 2 9 0 3 1 1+ - - + = Þ - + - =( ) ( ) 	

)0/5(	 ¢ =O ( , )3 1 ، ¢ =r 1 برابر است با
و  d OO= ¢ = + =( ) ( )3 1 10

2 2 )0/5( فاصلهء دو مرکز برابر:  
 d r r> + ¢ = 2 	)0/25(

دو دایره بیرون یکدیگرند. )متخارج اند( )0/25(
نتیجه:- 8 در  دارد  قرار   FF¢ پاره خط عمودمنصف  روی   B نقطهء 

)0/25(	BF BF= ¢ ( )1  
فاصلهء هر نقطه روی بیضی از دو کانون برابر است با قطر بزرگ بیضی:
)0/25( BF BF a BF BF a+ ¢ = ¾ ®¾ = ¢ =2

1( )   
بنا به رابطهء فیثاغورس در مثلث BOF داریم:

)0/25( OF OB BF c b a2 2 2 2 2 2+ = ¾ ®¾¾ + =(0/25)   

9 - 
2 10 5

2 6 3

a a
b b

= Þ =
= Þ =

ì
í
î

الف(  )0/25( 

Þ = + Þ =a b c c2 2 2
4  )0/25(  

MO نصف  FF= ¢ =1

2
4 ¢MFF میانهء وارد بر یک ضلع در مثلث

¢MFF قائم الزاویه است. )0/25( ضلع روبه رو است. در نتیجه مثلث

 MF MF a MF MF+ ¢ = = Þ ¢ = -2 10 10 	)0/25( ب( 

 MF MF FF MF MF2 2 2 2 2 2
10 8+ ¢ = ¢ Þ + - =( )
(0/25)

� ����� �����  

Þ = -MF 5 7  )0/25(  
الف( با استفاده از جایگاه رأس و خط هادی سهمی قائم در دستگاه - 10

)0/25( a = 4 مختصات خواهیم داشت:
دهانهء سهمی رو به پایین است و معادلهء آن برابر است با:

 ( ) ( ) ( )x y- = - -2 4 4 3
2 	)0/5(  
)0/5( F = -( , )2 1 ب( مختصات کانون سهمی برابر است با

2b و گودی را با h نمایش دهیم، فاصلهء - 11 اگر قطر دهانهء دیش را با

a است. b
h= 4

16

2

کانونی برابر )0/25(

2 را با جای گذاری در رابطهء فوق داریم: 60b = ، h = 9

 a b b
h= = ´ =( ) ( )

( )
2 2

16

60 60

16 9
25  )0/5( 	

نوشته   a b
h= = =
2 2

4

30

4 9
25

( )
( )  )0/75( به صورت  رابطهء فوق  )اگر 

شود درست است.(
ب( محور zها )0/5(- 12  	)0/5( b = -3 الف(

A	)0/25( و مختصات وسط AB برابر است با: = ( , , )0 2 3 پ( نقطهء
)0/25( ( , , )-2 4 0

13 -
 


b c+ = -( , , )2 3 6  )0/5(  

	 ¢ = +
+

+ = -
� � � �

� �
� �

� ���� ����
a a b c

b c
b c.( )

| |
( ) ( , , )

2

35

49
2 3 6

(0/25)

 )0/75(  

14 -
 | | | |







a b c O+ + =2 2  )0/25(  
Þ + + + + + =| | | | | | ( . . . )



 

 

  a b c a b b c c a2 2 2
2 0 )0/5(  

Þ + + + + + =1 4 9 2 0( . . . )

 

  a b b c c a  )0/25(	  
Þ + + = -( . . . )

 

  a b b c c a 7 		)0/25(  

15 - 
 





a b O a b´ = Û ´ =| | | |0  )0/25(   

Û ´ =| | | | sin



a b q 0 )0/25(  
| | , | | sin




a b¹ ¹¾ ®¾¾¾¾ =0 0 0q  	)0/25(  

Û = Ú =q q p0  )0/25( Û




a b|| 	)0/25(  
c برابر است با:- 16 2- و


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