
سلام

معمولاً مؤلف ها عادت دارند در مقدمه هایشان اول کلی فلسفه و داستان تعریف کنند و بعد در مورد خوبی های کتابشان حرف بزنند 

و آخر هم برای خواننده آرزوی موفقیت کنند. چون این ها جزء مراحل تکراری این کار است این بار ترجیح می دهم هیچ کدام از این 

کارها را نکنم و فقط کمی در مورد این کتاب توضیح بدهم:

1- این کتاب با توجه کامل و دقیق به کتاب درسی ریاضی 3 نوشته شده و شامل تمام نکات، مفاهیم، نمونه تمرین و مثال های کتاب 

درسی است. )این که گفتم تعریف نیست ویژگی این کتاب است!(

2- در همهء فصل ها سعی شده است تعداد تمرین ها، حجم توضیح ها و حجم کلی فصل مناسب ترین مقدار ممکن باشد. می دانیم شما 

در سال دوازدهم خیلی وقت ندارید که کار اضافی بکنید. )قابل توجه آنهایی که همیشه برای درس خواندن وقت کم می آورند.(

3- در انتهای هر فصل یک آزمون جمع بندی داریم که علاوه بر جمع بندی مطالب، سؤالات جدی تر و ترکیبی دارد توصیه می کنم به 

این آزمون ها به طور جدی توجه کنید. 

4- برای آزمون های جمع بندی علاوه بر حل تشریحی سؤالات، حل ویدیویی هم آماده کرده ایم. برای دیدن پاسخ های ویدیویی این 

آزمون ها، QRCode صفحه ی شناسنامه را اسکن کنید. 

5- پیشنهاد می کنم به جای این که تعدادی زیاد از سؤال ها را زیاد حل کنید سؤال های این کتاب را زیاد حل کنید. مهم یادگرفتن 

است؛ یادگرفتن روش حل، روش فکرکردن و روش استدلال. )بازهم تعریف نیست، فقط یک پیشنهاد است.(

6- توضیحات و درس نامه ها و سؤال امتحانی هر درس، تکمیل کنندهء یکدیگرند. از هر کدام که غفلت کنید قسمتی از درس را از 

دست می دهید.

7- پیشنهاد می کنم حتماً در بار اول استفاده از کتاب، نکته های مهم، سؤال هایی به نظرتان سخت است، سؤال هایی را که نتوانستید 

حل کنید و ... را مشخص کنید تا در زمان مرور و جمع بندی مطالب از مواردی که مشخص کرده اید استفاده کنید.

8- امسال امتحان تشریحی دارید، پس نحوهء نوشتن پاسخ کتبی برایتان بسیار مهم است )یا باید باشد( پاسخ نامهء این کتاب با توجه به 

این موضوع به شیوه ای نوشته شده که راهنمای پاسخ به امتحانات کتبی باشد.

می توانید  شما  که  مطمئنم  شود،  خوبی  کتاب  که  کرده ام  تلاش  و  گذاشته ام  کتاب  این  نوشتن  برای  که  نیرویی  و  دقت  همهء  با 

پیشنهادهای خیلی خوبی برای بهترشدن کتاب بدهید. منتظر شنیدن نظراتتان هستم.

در مورد درسنامه ها، سؤال ها و پاسخ ها، هر چه را که فکر می کنید کم یا زیاد است یا اگر تغییر کند بهتر می شود برایم بنویسید. اگر 

توانستید نظر معلم هایتان را هم در مورد کتاب بپرسید و برایم بنویسید. بهتر از دیروز، موفق تر از گذشته و سرحال تر از همیشه باشید. 

از تمامی عزیزانی که در بهبود کتاب به ما کمک کرده اند به ویژه سرکار خانم جالینوسی بسیار سپاس گزارم. 
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در دو سال گذشته با تابع آشنا شدیم. دیدیم تابع را می توانیم به شکل مجموعه ای از زوج های مرتب، نمودار پیکانی، نمودار مختصاتی یا یک ضابطهء 
جبری نمایش دهیم. 

دیدیم تابع یعنی مجموعهء مقادیری از x که تابع به ازای آن ها تعریف می شود و برد تابع یعنی مجموعهء مقادیر تابع یا y. یکی از انواع توابعی که در 
سال های دهم و یازدهم شناختیم توابع چندجمله ای بود.

a اعداد حقیقی و توان های x یک عدد  a a an , , , , 2 1 0 f که در آن  x a x a x a x a x an
n

n
n( ) == ++ ++ ++ ++ ++--

--
1

1
2

2
1 0 می دانیم هر تابع با ضابطهء

f x( ) = 5 صحیح بزرگ تر یا مساوی صفر باشد یک تابع چندجمله ای است. )ساده ترش این که توان های x باید اعداد صحیح بزرگ تر یا مساوی صفر باشند( مثلاً
و  p x x( ) � � 2 ، t x

x
( ) = 2 مثلاً ولی  چندجمله ای اند  تابع  یک  همه   k x x x( ) = + -2

2 10 و  h x x( ) = - +2 3 و  g x x( ) = 3 و
q توابع چندجمله ای نیستند. به بزرگ ترین توان x در تابع می گوییم درجهء چندجمله ای. در مثال های بالا f از درجهء صفر، g و  x x( ) sin� � 3

h از درجهء 1 و k از درجهء 2 است.
است. چند مثال از تابع چندجمله ای:  است و اگر n فرد باشد، برد تابع نیز برابر دامنهء همهء توابع چندجمله ای برابر

f )از درجهء صفر( یک تابع ثابت است. x a( ) =  تابع
  .R af ={ } حتماً یادمان هست که بردش برابر است با

f )از درجهء 1( یک تابع خطی است  x ax b( ) = +  تابع
.Rf =  که بردش برابر است با

   
f )از درجهء 2( یک سهمی  x ax bx c( ) = + +2  تابع

است که بردش برابر است با:

  R
af = - + ¥[ , )D

4    R
af = -¥ -( , ]D

4
joM ´µÃ¹Ã¶= ¥+[ ),  joM ´µÄq¨I¶= -¥( , ]  

f آشنا می شویم. x x( ) = 3 این ها تابع هایی بودند که در سال دهم و یازدهم با آن ها آشنا شدیم. امسال با تابع
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x
y

- -
- -
2 1 0 1 2

8 1 0 1 8

f را با نقطه یابی رسم می کنیم:   x x( ) = 3 نمودار تابع
نمودار تابع به صورت روبه رو است:

. همان طور که در شکل می بینیم دامنه و برد تابع برابر است با
y رسم  x= 3 y را با استفاده از نمودار تابع m kx a b� � �( )3 حالا می خواهیم نمودار تابع های به شکل
است همین جا  بهتر  اما  است  داده شده  توضیح  )درس4(  توابع  تبدیل  در درس  از روش رسم  قسمتی  کنیم. 
همه چیز را در مورد رسم نمودار تابع های درجه سوم به شکل بالا یاد بگیریم. پس بهتر است نگاهی به درس انتقال 

توابع و به ویژه جدول خلاصهء این روش ها بیندازید.

f رسم کنید. x x( ) == 3  نمودار تابع های زیر را با استفاده از نمودار تابع
   g x x( ) ( )== -- 1 3 پ(  g x x( ) == --3

1 ب(  g x x( ) == -- 3 الف(

g x x( ) ( )== -- ++ 2
3 ج(  g x x( ) ( )== -- ++ ++1 2

3 ث(  g x x( ) ( )== ++ 2
3 ت(

f رسم می کنیم. x x( ) = 3 f را می کشیم و بعد هر کدام از نمودارها را با انتقال مناسب از روی نمودار x x( ) = 3  اول نمودار تابع

y و می دانیم  f x= - ( ) g برابر است با x x( ) = - 3  تابع
f را نسبت به  x x( ) = 3 برای رسم نمودارش باید نمودار تابع

محور xها قرینه کنیم:

و   y f x= -( ) با1 است  برابر   g x x( ) = -3
تابع1  

را   f تابع  نمودار  باید   ، f x( ) -1 نمودار برای رسم  می دانیم 
یک واحد در راستای محور yها به پایین انتقال دهیم:

IÀ n¼d¶  ¾M  SLvº  ¾¹Äo¤x¾ ®¾¾¾¾¾¾Þ

و   y f x= -( )1 با است  برابر   g x x( ) ( )= -1 3 تابع  
 1 را   f نمودار  باید   f x( )-1 تابع نمودار  رسم  برای  می دانیم 

واحد در راستای محور xها به سمت راست انتقال دهیم:

y و  f x= +( )2 با برابر است   g x x( ) ( )= + 2
3 تابع  

 f x( ) f باید نمودار تابع x( )+ 2 می دانیم برای رسم نمودار تابع
را در راستای محور xها 2 واحد به سمت چپ انتقال دهیم:

ÞÞ



18

ی 3
جرب

ی ت
اض
-ری

ام 
رس

ن و د
ی م

اها
جر
ما

)نهایی خرداد 1400(- 29 g باشد:  x x( ) �� ��2 1
2 f و x x( ) �� �� 1 اگر

الف( دامنهء تابع fog را با استفاده از تعریف به دست آورید.
) را تعیین کنید.  )( )gof 2 ب( مقدار

) را در هر کدام از موارد زیر )در صورت وجود( پیدا کنید.- 30 )( )fog 1 ) و )( )fog 0 مقدار

f )الف x x g x x( ) , ( )== ++ == --2
2 2 1 f )ب  x x g x x x( ) cos( ) , ( )== == --pp 2 1

2
 

f )پ x x g x x( ) tan , ( ) ( )== == ++pp
2

1 f )ت  x x g x x( ) , ( )== -- == --1 1
2 4  

)نهایی دی 97(- 31 در جای خالی عبارت مناسب بنویسید. 
g است. x( ) == f و ............... x x x( ) �� �� ��2 5 1

2 h به صورت ترکیب دو تابع x x x( ) ( )�� �� ��2 5 1
2 3 تابع

هر کدام از تابع های زیر را به شکل ترکیب دو تابع بنویسید.- 32

h )الف x x( ) == --3 1
2 h )ب  x x

x
( ) == ++

--
2 1

3 5

3

3
 

در هر کدام از موارد زیر با توجه به ضابطه های f و g، معادلهء داده شده را حل کنید.- 33
f )الف x x g x x x( ) , ( ) , (gof)(x)== ++ == ++ ++ ==3 2 5 17

2   

f )ب x x x g x x fog x( ) , ( ) , ( )( )== -- == -- ==2 3
5 6  

در سال دهم و یازدهم طریقهء رسم نمودار تابع با استفاده از انتقال را یاد گرفتیم. احتمالًا یادتان هست اما برای این که خیالمان راحت باشد یک مرور سریع می کنیم:

x است(. a++ ) ریشهء عبارت )--a ها انتقال بدهیم ) x ) واحد در امتداد محور )--a y را به اندازهء f x== ( ) y باید نمودار تابع f x a== ++( ) برای رسم نمودار تابع

            

keH» á½pHkºH ¾M ÏI£TºH
IÀ n¼d¶ ÁITwHn nj
( )+¾ ®¾¾¾¾¾¾¾2
x

            

            keH» á½pHkºH ¾M ÏI£TºH
IÀ n¼d¶ ÁITwHn nj
( )-¾ ®¾¾¾¾¾¾¾3
x             

y را به اندازهء a واحد در راستای محور yها انتقال دهیم. مثلاً: f x== ( ) y باید نمودار تابع f x a== ++( ) برای رسم نمودار تابع

            

keH» â½pHkºH ¾M ÏI£TºH
IÀ n¼d¶ ÁITwHn nj
( )+¾ ®¾¾¾¾¾¾¾3
y
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    keH» â½pHkºH ¾M ÏI£TºH
IÀ n¼d¶ ÁITwHn nj
( )-¾ ®¾¾¾¾¾¾¾2
y    

حالا برویم سراغ بقیهء درس که مربوط است به امسال:

را k برابر می کنیم. f x( ) ، عرض هر کدام از نقاط تابع y kf x= ( y را داشته باشیم، برای رسم نمودار تابع( f x= ( ) اگر نمودار تابع
با توجه به مقدار k ، داریم:

k ها با نسبت y در راستای محور f f می شود و می گوییم نمودار تابع x( ) kf بزرگ تر از عرض نقاط تابع x( ) k باشد، عرض نقاط تابع  اگر1<<
انبساط عمودی یافته است: )درست مثل این که عکس چند آدم را روی صفحهء کامپیوتر در راستای عمودی بکشید، آدم ها قدشان بلند می شود!(

        

.kºHï½k{  oMHoM  2  ÍMIU  óI£º  Æoø
2  SLvº  IM  Áj¼µø  óIvLLºH¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾

        

ها انقباض  y در راستای محور f می شود و می گوییم نمودار تابع f x( ) kf کوچک تر از عرض نقاط تابع x( ) 0 باشد، عرض نقاط تابع 1<< <<k  اگر
عمودی یافته است: )همان عکس را روی صفحهء کامپیوتر در راستای عمودی جمع کنیم، آدم ها قد کوتاه می شوند(

.j¼{ïÂ¶  oMHoM  óI£º  Æoø

 SLvº  IM  Áj¼µø  ÆIL£ºH

1

2

1

2

¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾

ها قرینه می شود: x (، نمودار تابع نسبت به محور  y f x== -- ( ) باشد )یعنی تابع k ==  اگر1--

    .j¼{ïÂ¶  Joò nj  óI£º  Æoø
IÀ n¼d¶  ¾M  SLvº  nHj¼µº  ¾

( )-1
x ¹¹Äo¤¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾¾     

ها قرینه و  x ، مثل این است که اول نمودار تابع نسبت به محور k برابر می شود، یعنی با توجه به منفی بودن k k باشد، عرض تمام نقاط << 0  اگر
بعد عرض نقاط در |k|ضرب می شود:

  nj  IÀï¾õ£º  ³IµU  Æoø
  SLvº  ¾¹Äo¤  Ï»H.j¼{ïÂ¶  Joò

 

( )-2

    óIvLºH  k÷M  » IÀ n¼d¶  ¾M
2  SLvº  IM Áj¼µø

x

¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾  

y یکسان است. kf x== ( ) y و f x== ( )  دامنهء تابع
y معمولاً با هم متفاوت است. kf x== ( ) y و f x== ( )  برد تابع

ها، یکسان است. x y با محور kf x== ( ) y و f x== ( )  نقاط برخورد نمودار تابع



3

x y f x= ( ) y f x= (k )

k
y f== (kx)

k
x k >>  

1
k

1 1
k

< k > 1  y f x== ( )

             
.j¼{ïÂ¶  Joò  nj  óI£º  pH  ³Hk¨  oÀ  Ï¼ö

 SLvº  IM  Â£

1

2

1

2
ÎÎH  ÆIL£ºH

¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾        

 1 1
k

>  0 1< <k  
k

x 0 1<< <<k  

k
f x( )

 
.j¼{ïÂ¶  Joò  2  nj  óI£º  pH  ³Hk¨  oÀ  Ï¼ö

2  SLvº  IM  Â££ÎH  óIvLºH¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾
 

f x( )-- k == --

             .j¼{ïÂ¶  Joò nj  óI£º  pH  ³Hk¨  oÀ  Ï¼ö
IÀ n¼d¶  ¾M  S

( )-1
y LLvº  ¾¹Äo¤¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾              

y k k k <<  

|k|

   
.j¼{ïÂ¶ Joò ( nj óI£º Ï¼ö

 SLvº IM Â£ÎH ÆIL£ºH » IÀ n¼

-1
2

1

2

)

y dd¶ ¾M SLvº ¾¹Äo¤
¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾     

y f x== (k ) y f x== ( )

y f x== (k ) y f x== ( )

y y f x== (k ) y f x== ( )

f x( ) | ( ) |f x  
x y
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k و وارونش  x( ) ، نمودار k x x- = - -1
2 1( ) وارون پذیر است و تابع وارونش برابر است با k x( پس(

را هم رسم می کنیم: 
k x x D Rk k( ) ( ) , ( , ], [ , )= - + = -¥ = + ¥2 1 2 1

2 حالا با توجه به نمودارهای رسم شده می بینیم که: 

k x x D R
k k

- = - - = + ¥ = -¥- -
1

2 1 1 21 1( ) , [ , ) , ( , ]                                               

y قرار دارند. کلمهء معمولاً در این جمله یعنی  x== بد نیست بدانیم که نقاط برخورد نمودار تابع و نمودار تابع وارون معمولاً روی خط
این که همیشه این طور نیست.

اگر به نمودارهای رسم شده دقت کنیم می بینیم که:

y قرار دارد متقاطع اند. x= h در یک نقطه که روی خط x-1( ) h و x( )
y قرار دارد. یعنی می توانیم بگوییم: x= k در سه نقطه متقاطع اند که یکی از این نقاط روی خط x-1( ) و k( )x

y یکدیگر را قطع می کنند. x== f همواره روی خط --1 اگر تابع f اکیداً صعودی باشد، نمودار f و
y قرار داشته باشند یا نداشته باشند. x== f ممکن است روی خط --1 اگر تابع f اکیداً صعودی نباشد، نقاط برخورد f و

ضابطهء وارون هر کدام از تابع های زیر را حساب کنید.- 44

k x x
x( ) == ++

--
3 2

1
ت(  h x x( ) == -- ++2 1 2 پ(  g x x( ) == --2 1

3 ب(  f x x( ) == --1

3

5

9
الف(

نمودار وارون تابع روبه رو را رسم کنید.- 45

 

f را بیابید.- 46 -- --1
7( f باشد، آن گاه حاصل( x x x x( ) == -- ++3 2

3 3 اگر

) را به دو روش بیابید.- 47 ) ( )fog x--1 g باشند، ضابطهء تابع x x( ) == --3
1 f و x x

x( ) ==
++
2

1
اگر

) را در یک دستگاه مختصات رسم کنید و مختصات نقاط برخورد نمودارهای f و- 48 )f --1 f و تابع وارونش x
x x

x x
( ) ==

++ ³³

-- <<

ìì
íí
ïï

îîïï

2 0

1

2
1 5

نمودار تابع

f را تعیین کنید. --1

دامنهء هر کدام از تابع های زیر را طوری تعریف کنید که تابعی یک به یک به دست بیاید و سپس برای هر کدام دو تابع وارون به  دست آورید. - 49

دامنه و برد تابع های تعریف شده و تابع وارون را تعیین کنید.

h x x x( ) == ++ ++2 2 2 پ(  g x x( ) == -- ++2
1 ب(  f x x( ) | |== -- ++3 1 الف(

f را رسم کنید و نشان دهید وارون پذیر می باشد و دامنه و برد تابع وارون را بنویسید.- 50 x x( ) == -- --2 1 3 الف( نمودار تابع

ب( ضابطهء وارون را به دست آورید.

51 -. ( )fof --1 ، مطلوب است f == {( , ) , ( , )}1 4 2 3 اگر



چندجمله‌ای تقسیم‌ در‌ مثلاً‌ گرفته‌ایم.‌ یاد‌ قبلاً‌ را‌ ‌ (x a)- بر چندجمله‌ای‌ تقسیم‌ روش‌
‌داریم:‌ x ‌2بر1- 5

3 2x x x+ - +

با‌توجه‌به‌این‌تقسیم‌می‌توانیم‌بنویسیم:‌
2 5 1 2 3 2

3 2 2x x x+ - + = - + +
³¼v£¶ ¾Ã±øï³¼v£¶ Sµv¤ïZnIi

� ��� ��� �(x ) ( x x )�� ��� ��� �+ 7

½kºI¶ïÂ¤IM
‌

‌مقسوم«‌را‌در‌هر‌تقسیمی‌می‌توان‌نوشت.‌)تا این جا شبیه چیزهایی است که در دبستان خوانده  = ´‌مقسوم‌علیه ‌خارج‌قسمت + رابطهء‌بالا‌یعنی:‌»باقی‌مانده
‌باشد،‌این‌رابطه‌به‌صورت‌زیر‌ R ‌Q(x)و‌باقی‌مانده‌برابر ‌تقسیم‌کنیم‌و‌خارج‌قسمت‌تقسیم‌برابر x a- ‌را‌بر f (x) بودیم!(‌پس‌اگر‌چندجمله‌ای
f x( ) (x a)Q(x) R= - + تبدیل‌می‌شود:‌

f a( ) R= حالا‌اگر‌در‌این‌رابطه‌به‌جای‌‌xبگذاریم‌a،‌نتیجه‌اش‌می‌شود:‌
f است.یعنی:  a( ) ، باقی ماندهء تقسیم برابر x a-- f بر x( در تقسیم چندجمله ای(

نتیجهء‌بالا‌سه‌کاربرد‌دارد:

‌است.( x a- f را حساب می کنیم. )‌aریشهء‌مقسوم‌علیه‌یعنی a( ) ، مقدار x a-- f بر x(  برای پیداکردن باقی ماندهء تقسیم چندجمله ای(
) بخش پذیر است. )x a-- f بر x( f(a) باشد )یعنی باقی مانده برابر صفر باشد(، چندجمله ای( ==  اگر0

) تقسیم کنیم. )x a-- f می توانیم آن را بر x( ) ) بخش پذیر باشد، برای تجزیهء )x a-- f بر x(  اگر چندجمله ای(

x پیدا کنید. ++ 1 f را بر x x(x) x== -- -- ++5 2 3 1
3 2  باقی ماندهء تقسیم چندجمله ای

‌را‌حساب‌کنیم: f ( )-1 ،‌پس‌باید x = ‌را‌برابر‌صفر‌قرار‌دهیم‌نتیجه‌می‌شود1- x ‌اگر1+
f ( ) ( ) ( ) ( )- = - - - - - + = - - + + = -1 5 1 2 1 3 1 1 5 2 3 1 3

3 2 ‌

x بخش پذیر باشد. -- 2 f بر mx x(x) x== ++ ++ --3 2
4 m را طوری پیدا کنید که چند جمله ای6  مقدار

: f ( )2 0= ‌بخش‌پذیر‌باشد،‌پس‌باید‌داشته‌باشیم x - 2 ‌باید‌بر f (x) ‌چون
f m m m( ) ( ) ( )2 2 2 4 2 6 0 8 4 8 6 0

10

4

5

2

3 2= + + - = Þ + + - = Þ = - = - ‌

2 5

2 2

3 5

3 3

2 5

2 2

7

1

2 3

3 2

3 2

2

2

2

x x x

x x

x x

x x
x
x

x

x x

+ - +

- -

- +

- -
+

- -

-

+ +( )

( )

( )

22
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f را تجزیه کنید. x x(x) x== -- ++ ++3 5 1
3 2  چندجمله ای

‌به‌ازای‌آن‌صفر‌ f (x) ‌عددی‌پیدا‌کنیم‌که x ‌تجزیهء‌چندجمله‌ای‌بالا‌با‌روش‌دسته‌بندی‌سخت‌است،‌پس‌سعی‌می‌کنیم‌برای
x f= Þ = - + + =1 1 3 5 1 1 0( ) ‌امتحان‌می‌کنیم:‌ f (x) ‌و‌...‌را‌در ±2 ، شود.‌عددهای±1

است.‌ بخش‌پذیر‌ ‌ x بر1- ‌ f (x)شد،‌پس ‌ f ( )1 0= چون حال‌
‌تقسیم‌می‌کنیم: x ،‌آن‌را‌بر1- f (x) برای‌تجزیهء

‌

ادامهء‌ برای‌ حالا‌ ‌، f x(x) (x )( x )= - - -1 3 2 1
2 داریم پس‌

چندجمله‌ای کنیم.‌ تجزیه‌ را‌ ‌ 3 2 1
2x x- - باید تجزیه‌

‌برابر‌صفر‌می‌شود‌پس‌برای‌ x ‌هم‌به‌ازای1= 3 2 1
2x x- -

‌تقسیم‌کنیم:‌ x تجزیهء‌این‌چندجمله‌ای‌هم‌می‌توانیم‌آن‌را‌بر1-
‌و‌در‌نتیجه‌چندجمله‌ای 3 2 1 1 3 1

2x x x- - = - -(x )( پس(
‌به‌صورت‌روبه‌رو‌تجزیه‌می‌شود: f (x)f x x(x) (x )(x )( ) (x ) ( )= - - + = - -1 1 3 1 1 3 1

2 ‌

،‌به‌جای‌‌xمقدار‌‌aرا‌قرار‌ x a® ‌)تقسیم تابع f بر تابع g(‌وقتی‌که f
g

در‌سال‌یازدهم‌یاد‌گرفتیم‌که‌برای‌پیداکردن‌حد‌یک‌کسر‌به‌صورت

‌داریم: lim
x

x x
x x®

+ +
+ -1

2

2

3 5

4 2

می‌دهیم.‌مثلاً‌در‌حد
lim
x

x x
x x®

+ +
+ -

= + +
+ -

= =
1

2

2

3 5

4 2

1 3 5

1 4 2

9

3
3 ‌

باید‌عامل‌ )کاری که اسمش بود رفع ابهام(‌ ‌)حالت مبهم(‌تبدیل‌می‌شود.‌برای‌پیداکردن‌حاصل‌این‌حدها‌ 0
0 و‌دیدیم‌بعضی‌وقت‌ها‌کسر‌به‌شکل

‌است. برای‌رفع‌ابهام‌این‌ ( )x a-- ،‌عامل صفرکنندهء صورت و مخرج برابر x a®® صفرکننده‌را‌در‌صورت‌و‌مخرج‌پیدا‌و‌با‌هم‌ساده‌کنیم.‌وقتی که
حدها‌از‌سه‌روش‌استفاده‌می‌کنیم:

‌ ( )x a- ‌باید‌بعد‌از‌تجزیه‌عامل x a® اگر‌بتوانیم‌صورت‌و‌مخرج‌را‌با‌استفاده‌از‌اتحادها،‌تجزیه‌می‌کنیم.‌فقط‌باید‌حواسمان‌باشد‌که‌وقتی
ایجاد‌شود.

 حاصل حدهای زیر را پیدا کنید.
lim )الف

x

x
x®®

--

--4

2

3

16

64
lim )ب 

x

x
x x®®--

++

++ ++2

3

2

8

3 2
 

‌در‌می‌آیند،‌پس: 0
0 ‌هر‌دو‌کسر‌وقتی‌که‌به‌جای‌x،‌عددی‌را‌که‌به‌آن‌میل‌می‌کند‌قرار‌می‌دهیم،‌به‌شکل

‌صورت‌را‌با‌استفاده‌از‌اتحاد‌مزدوج‌و‌مخرج‌را‌با‌استفاده‌از‌اتحاد‌تفاضل‌مکعب‌ها‌)همان چاق و لاغر!(‌تجزیه‌می‌کنیم:

‌ lim lim lim ( )( )
( ) (x x x

x
x

x
x

x x
x x® ® ®

-
-

= -
-

= - +
-4

2

3
4

2 2

3 3
4

2

16

64

4

4

4 4

4 ++ +
= +

+ +
= =

®4 16

4

4 16

8

48

1

64
2x
x

x xx)
lim ‌

‌صورت‌را‌با‌استفاده‌از‌اتحاد‌مجموع‌مکعب‌ها‌)باز هم چاق و لاغر(‌و‌مخرج‌را‌با‌استفاده‌از‌اتحاد‌جمله‌مشترک‌تجزیه‌می‌کنیم:

‌ lim lim ( )( )
( ) ( )

lim
x x x

x
x x

x x x
x x®- ®- ®-

+
+ +

= + - +
+ +

=
2

3

2
2

2

2

8

3 2

2 2 4

2 1

xx x
x

2
2 4

1

12

1
12

- +
+

=
-

= - ‌

3 5 1

3 3

2 1

2 2

1

1

0

1

3

3 2

3 2

2

2

2

x x x

x x

x x

x x
x
x

x

x

- + +

- -

- + +

- - +
- +

- - +

-

-( )

( )

( )

22 1x -

3 2 1

3 3

1

1

0

1

3 1

2

2

x x

x x
x

x

x

- -

- -
-

- -

-

+( )

(x )
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x مشتق پذیر نیست،   و چون تابع f در1= ¢ است. دامنهء f برابر است با =
>

<

ì
í
ï

îï
f x

x x

x x
( )

4 1

3 1
2

پس ضابطهء تابع مشتق به صورت

f¢ را رسم می کنیم: Df. حالا نمودار f و نمودار ¢ = - { }1 f¢ برابر است با پس دامنهء

f x
x x

x x
( ) =

³

+ <

ì
í
ï

îï

2 1

1 1

2

3

 
¢ =

>

<

ì
í
ï

îï
f x

x x

x x
( )

4 1

3 1
2

 

¢ می توانیم ضابطهء مشتق تابع های مختلف را پیدا کنیم. اما استفاده از این حد برای پیدا کردن  = + -
®

f x f x h f x
hh

( ) lim ( ) ( )
0

دیدیم با استفاده از

ضابطهء مشتق معمولاً وقت گیر و پردردسر است. به همین علت به جای این که مشتق هر تابعی را به این روش به دست آوریم از دستورهای زیر 

استفاده می کنیم. حواسمان باشد که همهء روابط را باید خوبِ خوب یاد بگیریم و حفظ باشیم.

تابعمشتقمثال
f x f x( ) ( )= Þ ¢ =2 0

f x f x( ) ( )= Þ ¢ =3

2
0

f x x
x

f x( ) ( )= +
+

Þ ¢ =
2

2

1

1

0

¢ =f x( ) 0
)مشتق تابع ثابت همیشه برابر 

است با صفر(
f تابع ثابت x c( ) =

f x x f x x( ) ( )= Þ ¢ =2 8
4 3

f x
x

x f x x
x

( ) ( )= = Þ ¢ = - = -- -3
3 6

6

2

2 3

3

f x x x f x x
x

( ) ( )= = Þ ¢ = - = -- -2

3

2

3

2

3

2

3

1 2

2

¢ = -f x naxn( ) 1

توان در ضریب ضرب می شود و 
یکی از توان کم می شود.

f x axn( ) =

f x x f x
x

( ) ( )= Þ ¢ = 1

2

f x x f x
x x

( ) ( )= + Þ ¢ =
+

=
+

4 5
4

2 4 5

2

4 5

f x x f x
x

( ) ( )= - Þ ¢ = -
-

1 3
3

2 1 3

¢ =
+

f x a
ax b

( )
2

( )ÏI§ÄjHn  oÄp  ¢Tz¶
ÏI§ÄjHn2´

f x ax b( ) = +

f x x f x
x

( ) ( )
( )

= Þ ¢ =2
2

3 2

3

23

f x x f x
x

( ) ( )
( )

= - Þ ¢ =
-

3 1
3

3 3 1

3

23

f x x f x
x

( ) ( )
( )

= - Þ ¢ = -

-
5 2

2

3 5 2

3

23

¢ =f x
x

( ) 1

3
23

ÏI§ÄjHn  oÄp  ¢Tz¶ 

ÏI§ÄjHn3
23´ ( )

f x x( ) = 3

y x x y x x= + - Þ ¢ = +3 2 2
2 1 3 4

y x x y x
x

= - Þ ¢ = -2 10
1

2

5 4

y x x y x x
x

x= + Þ ¢ = - + = - +-5
5 2

5
2

2 2

2

¢ = ¢ ± ¢y f g
)در جمع و تفریق جداگانه 

مشتق می گیریم و جمع یا تفریق 
می کنیم.(

y f g= ±
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تابعمشتقمثال

y x x y x= + - Þ ¢ = +5 3 1 5 6 1
2( ) ( )

y x y
x

= - Þ ¢ = ´
-

3

2
7 1

3

2

7

2 7 1

y x x y
x

= = Þ ¢ = ´3
5

3

5

3

5

1

3

3

3

3

3 23

¢ = ¢y kf x( )
yضریب در مشتق ضرب می شود. kf x= ( )

y x x y x x
x
x= - Þ ¢ = - +2 2

1 2 1
1

2
( ) ( ) ( )

y x x y x x
x

x= - Þ ¢ = + -( ) ( ) ( )3 3 2 3

23

3
2 3

1
2

y x x y
x

x x x= - + Þ ¢ = - + + -( )( ) ( )( ) ( )1
1 2

1
2 10

1
1

10

2

10 9

¢ = ¢ + ¢y f g g f
)مشتق حاصل ضرب دو تابع برابر است با 

مشتق اولی در خود دومی + مشتق دومی در 
خود اولی(

y f g= .

y x
x y x x

x
= +

-
Þ ¢ = - - +

-
2 1

3

2 3 1 2 1

3
2

( ) ( )
( )

y x
x

y x x x x
x

= +
-

Þ ¢ = - - +
-

2

3

3 2 2

3 2

4

1

2 1 3 4

1

( ) ( )( )
( )

y x x
x y x x x x x

x
= + +

-
Þ ¢= + - - + +

-

6 3 5 2 6 3

2

1

1

6 3 1 1 1

1

( )( ) ( )( )
( )

¢ =
¢ - ¢y f g g f
g2

Rn¼Å ¢Tz¶ Zoh¶ Zoh¶ ¢Tz¶ Rn¼Å

Zoh¶

´ - ´

( )2

y f
g=

 مشتق تابع های زیر را پیدا کنید.
y )الف x== 5 y )ب  x x== --( )3

2 y )پ  x
x== ++

--

2
1

2 1
  

y )ت x
x x

==
-- ++3 2

2
y )ث  x x== ++( )2 1 y )ج  x

x x==
--

++( )( )
2

1
2   

 هر کدام از مشتق ها را با استفاده از روابط جدول قبل پیدا می کنیم:
 y x x y x

x
= = Þ ¢ = - = -- -5

5 5
51 2

2
  

 y x x y
x
x x x= - Þ ¢ = - +( ) ( ) ( )3 3 2

2
1

2
2 3          

 y x
x y x x x

x
x x x

x
= +

-
Þ ¢ = - - +

-
= - - -

-
=

2 2

2

2 2

2

1

2 1

2 2 1 2 1

2 1

4 2 2 2

2 1

( ) ( )
( ) ( )

22 1

2 1

2

2

( )
( )
x x
x
- -
-

  

 y x
x x

y x
x x x

x x
=

- +
Þ ¢ =

- + - -

- +3 2

1

2
3 2 6 1

3 2
2

2

2 2

( ) ( x )( )

( )
  

 y x x y x
x

x x x
x

x
x

= + Þ ¢ = + + = + + = +( ) ( ) ( )2 1 2
1

2
2 1

4 2 1

2

6 1

2
         

 y x
x x y x x x

x
x

x
x
x=

-
+ Þ ¢ = - -

-
+ +

-
( )( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )

2 2

2

2

1
2

2 1 1

1

2
1

2 1
    

= - + + -
-

= + - - + -( )( )( ) ( )
( ) (

x x x x x x
x x

x x x x x x x x2 2

2

3 2 2 3 2
2 2 2 1

2 1

2 4 4 8

2 xx x-1 2)
 

= + - -
-

3 4 5 8

2 1

3 2 2

2

x x x x x x
x x( )
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)نهایی دی 1400( ) را به دست آورید.   ) ( )3 2 1f g++ ¢¢ ¢¢ مقادیر ==g ( )1 5 ¢¢ و ==f ( )1 3  اگر توابع f و g مشتق پذیر باشند و
) داریم: )f g f g+ ¢ = ¢ + ¢ ) و )kf kf¢ = ¢  با استفاده از رابطه های

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 1 3 1 2 1 3 3 2 5 19f g f g+ ¢ = ¢ + ¢ = + =  
حالا که روابط مشتق گیری تابع های مختلف را یاد گرفته ایم می توانیم از این روابط برای نوشتن ضابطهء تابع مشتق تابع های چندضابطه ای 

استفاده کنیم و همین طور با استفاده از این ضابطه نمودار تابع مشتق را رسم کنیم. 

)نهایی خرداد 98( f را در نظر بگیرید.   x
x x

x x
( ) ==

-- <<

-- ³³

ìì
íí
ïï

îîïï

2 1 0

1 0
2

 تابع

f¢¢ وجود ندارد.  ( )0 الف( نشان دهید
ب( ضابطهء تابع مشتق را بنویسید. 

f¢¢ را رسم کنید.  پ( نمودار تابع
x پیدا می کنیم: =0   مشتق راست و چپ تابع را در

¢ = -
-

= - - -
-

= =+
® ® ®+ + +

f f x f
x

x
x

x
xx x x

( ) lim ( ) ( ) lim ( ) lim0
0

0

1 1

00 0

2

0

2

00
   

¢ = -
-

= - - -
-

= =-
® ® ®- - -

f f x f
x

x
x

x
xx x x

( ) lim ( ) ( ) lim ( ) lim0
0

0

2 1 1

0

2

0 0 0

22   

f¢ وجود ندارد.  ( )0 x مساوی نیستند، پس =0 چون مشتق راست و چپ در
 

¢ =
<
>

ì
í
î

f x
x

x x
( )

2 0

2 0

 از هر کدام از ضابطه ها مشتق می گیریم: 
  

f¢ را با استفاده از ضابطه اش رسم می کنیم:   نمودار
 

)نهایی شهریور 99(- 24 f داده شده است:   x x x
x x

( ) == ³³
++ <<

ìì
íí
ïï

îîïï

2
0

2 1 0
)19( تابع

f¢¢ وجود ندارد.  ( )0 الف( نشان دهید که

ب( ضابطهء تابع مشتق را بنویسید. 

f¢¢ را رسم کنید.  پ( نمودار تابع

f باشد،- 25 x x x
x x

( ) == ³³
-- <<

ìì
íí
ïï

îîïï

2
1

3 2 1
اگر

را پیدا کنید. ¢¢f ( )1 ب( الف( نمودار f را رسم کنید.  

f¢¢ را رسم کنید. ت( نمودار  f¢¢ و ضابطه اش را بنویسید.  پ( دامنهء تابع

نمودار هر کدام از تابع های زیر را رسم کنید و به کمک نمودار تعیین کنید تابع در چه نقاطی مشتق پذیر نیست و سپس دامنهء تابع مشتق را بنویسید.- 26

)الف f x x( ) | |== --2
4 )ب  f x x x( ) | |== ++ 2  

)پ f x
x x

x x
( ) ==

++ ³³

++ <<

ìì
íí
ïï

îîïï

2

3

2 1

2 1 1
)ت  f x

x x
x x

x x

( ) ==
-- <<

++ ££ <<

++ ££

ìì

íí
ïï

îî
ïï

2

3

0

1 0 1

1 1
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x است:1 == 1 شکل روبه رو نمودار تابع f و خط مماس بر آن در نقطهء
الف( معادلهء خط مماس را بنویسید.
ب( عرض نقاط A و B را پیدا کنید.

 

1

lim را پیدا کنید.2 ( ) ( )
x

f f x
x®®--

-- --
++1

1

2 2
باشد، حاصل  ¢¢ -- ==f ( )1 4 1اگر 

3f x x x( ) ,== ++ ==3
2 1 1مقدار مشتق تابع  زیر را در نقاط داده شده با استفاده از تعریف مشتق به دست آورید . 

f را در نقطه ای به طول 2 واقع بر آن بنویسید.4 x x( ) == --5 1 1معادلهء خط مماس بر منحنی تابع 

f¢¢ را رسم کنید.5 x بررسی کنید، سپس نمودار f  و نمودار == 1 x و == 0 f را در نقاط x x x( ) | |== --2 1مشتق پذیری تابع

f باشد،6 x
x x

x x

x x

( ) ==

££

<< <<

++ ££

ìì

íí
ïï

îî
ïï

2 0

0 1

1 1

2

2

اگر

f¢¢ را پیدا کنید. ( )1 f¢¢ و ( )0 الف(
f¢¢ را پیدا کنید. f¢¢ و دامنهء ب( ضابطهء 

f¢¢ را رسم کنید. f و  پ( نمودار 

2/5

f را در نقطه ای به طول صفر واقع بر منحنی بنویسید.7 x x x( ) == ++ 3 1معادلهء خط مماس بر منحنی

مشتق تابع های زیر را پیدا کنید.8

f )ب x x x
x( ) == ++

--
2

3 2
f )الف x x x x( ) ( ) ( )== -- ++ --2 3 3

2 1

2

مقدار مشتق تابع زیر را در نقطهء داده شده پیدا کنید.9
f x x x

x x
x( ) ,== ++ --

++
==

2

4

2
1  

1

x پیدا کنید.10 == 1 fog را در نقطهء g باشد، مقدار مشتق تابع x x x( ) == ++3 3 f و x x x( ) == ++ --2 2 1اگر

f¢¢ را پیدا کنید.11 ( )2 f و مشتق تابع f در هیچ نقطه ای صفر نشود، مقدار  ( )2 0== f و x f x f x( ( )) ( )-- == --3 3 4 1اگر

12 f x x
x( ) == --

++
2 1

2
1/5مشتق اول، دوم و سوم تابع  روبه رو را پیدا کنید. 

در هرکدام از توابع زیر، با توجه به نمودار تعیین کنید، خود تابع و آهنگ تغییر لحظه ای آن، صعودی، نزولی و یا 13
ثابت اند.

1/5
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حتماً تا حالا متوجه شده اید که در این سؤال ها توانایی تجسم کردن دوران در فضا خیلی مهم است. برای این که در این کار مسلط شویم باید سعی کنیم که شکل ها را 
در ذهنمان تجسم کنیم و هم چنین بتوانیم آن ها را روی کاغذ رسم کنیم. در جدول زیر جسم حاصل از دوران شکل های مختلف را حول یک خط )محور( می بینیم:

توصیفحجم حاصلدوران حولشکل اولیه

OA شعاع r OA= نیم کره به شعاع

AB قطر r OA= کره به شعاع

AD ضلعAD و ارتفاع AB استوانه به شعاع

AD خط موازی ضلع
AD که یک استوانه به  ارتفاع  BH و  استوانه به شعاع 

شعاع AH و ارتفاع AD از آن برداشته شده است.

AC ضلع قائمAC و ارتفاع AB مخروط به شعاع

BC وتر
دو مخروط به شعاع AH و ارتفاع های BH و CH که از 

قاعده به هم چسبیده اند.

BC حول یک ضلع
دو مخروط به شعاع AH و ارتفاع های BH و CH که از 

قاعده به هم چسبیده اند.

AC قطر
 OA و ارتفاع OD دو مخروط با حجم مساوی به شعاع

OC یا

AD ساق قائم
یک مخروط به شعاع CD و ارتفاع MD که یک مخروط 

به شعاع AB و ارتفاع MA از آن برداشته شده است.
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الف( نادرست ـ شکل حاصل سهمی است.- 1
پ( درست ب( استوانه 

ث( مقطع یا سطح مقطع ت( کره 
ج( بیضی

طبق شکل روبه رو از دوران شکل، - 2
 یک استوانه به شعاع 3 و  حول خط
ارتفاع 6 ایجاد می شود که یک کره به 

شعاع 2 از آن خارج شده است.
پس حجم جسم برابر است با تفاضل 

حجم استوانه و کره، پس: 

V = - حجم استوانه  حجم کره  = -p pr h r2 34

3
 

= - = - =p p p
p p( )( ) ( )3 6

4

3
2 54

32

3
130

3

2 3  

مخروط - 3 یک  الف(   :)1( شکل 
از  کوچک تر  مخروط  یک  که  بزرگ تر 

آن خارج شده است.
ب( دایره

  پ( دو خط مورب و متقارن نسبت به
بزرگ تر  استوانهء  یک  الف(   :)2( شکل 
از آن خارج  که یک استوانهء کوچک تر 

شده است. 
ب( مساحت بین دو دایرهء هم مرکز

پ( دو مستطیل موازی و برابر یکدیگر 

یک  و  کوچک  مخروط  یک  که  بزرگ  مخروط  یک  الف(   :)3( شکل 
استوانه از آن خارج شده است. 

ب( مساحت بین دو دایرهء هم مرکز که 
با توجه به موقعیت صفحه، دایرهء بیرونی 
بزرگ یا کوچک )به اندازهء دایرهء درونی( 

می شود. 
پ( دو مثلث قائم الزاویه.

دوران شکل - 4 از  روبه رو  طبق شکل 
مخروط  دو    محور حول  داده شده 
از  که  می شوند  ایجاد  پایین  و  بالا  در 
قاعده به هم چسبیده اند و از هر کدام 
از مخروط ها یک مخروط کوچک جدا 

شده است. 

Þ

Þ

Þ

و  بالایی  قسمت  حجم  باید  جسم  حجم  آوردن  دست  به  برای  پس 
پایینی را حساب و با هم جمع کنیم: 

حجم جسم بالایی = -1

3
3 3

1

3
1 1

2 2p p( )( ) ( )( )

= - =1

3
27 1

26

3
p p( )  

حجم جسم پایینی = -1

3
3 6

1

3
1 2

2 2p p( )( ) ( )( )

= - =1

3
54 2

52

3
p p( )  

26

3

52

3

78

3
26

p p p p+ = = پس حجم کل جسم برابر است با: 
الف( دایره- 5

ب( کوچک تر یا به صفر نزدیک تر
پ( نادرست، طول قطر کوچک می تواند کوچک تر، بزرگ تر یا مساوی 

فاصلهء کانونی باشد.
a b c2 2 2= + ت( درست، چون داریم: 

نتیجه  در   a c c c2 2 2 22= + = پس   b c= چون   ، 2
2 ث( 

e c
a

= = 2
2 c و  a= 2

2
، پس:- 6 c a b2 2 2= - FF است و c¢ = 2 چون فاصلهء کانونی

 c a b c
c FF c

2 2 2 2
25 9 16

4 2 8

= - Þ = - =
Þ = Þ ¢ = =

 

2 پس:- 7 6 3b b= Þ = 2 و 8 4a a= Þ = داریم: 

 c a b c c2 2 2 2
16 9 7 7= - Þ = - = Þ =  

FF است. c¢ = =2 2 7 پس فاصلهء کانونی
8 -

F F( , ), ( , )- ¢ Þ8 4 2 4 Oبیضی افقی  O

- +

+
Þ -

8 2

2

4 4

2

3 4( , )  

FF c c c¢ = Þ - - = Þ =2 8 2 2 5| |  

2 :قطر بزرگ 26 13
2 2 2a a c a b= Þ = = -,  

Þ = - Þ = Þ =25 169 144 12
2 2b b b  

A :دو سر قطر بزرگ
a
A

a
A A

a
b

a
b

+
¢

-
Þ ¢

-
, ,

10

4

16

4

B :دو سر قطر کوچک  
b
B

b
B B

a
b

a
b+

¢
-

Þ
-

¢
-
-

, ,
3

16

3

8
 

e :خروج از مرکز c
a

e= Þ = 5

13
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9 -A A( , ) , ( , )- ¢ - - Þ3 4 3 6   بیضی قائم

O O

( ) ( )

( , )

- + -

-
Þ ¢ - -

3 3

2

4 6

2

3 1  

AA a a a¢ = Þ - - = Þ =2 4 6 2 5| ( ) | ,  
2 :قطر کوچک 6 3b b= Þ =  

c a b c c c2 2 2 2 2
25 9 16 4= - Þ = - Þ = Þ =  

B :دو سر قطر کوچک
b
B

b
B B

a
b

a
b

+
¢

-
Þ

-
¢

-
-

, ,
0

1

6

1
 

F :کانون ها
c
F

c
F F

a
b

a
b+

¢
-

Þ
-

¢
-
-

, ,
3

3

3

5
 

e :خروج از مرکز  c
a

e= Þ = 4

5
 

10 -B B( , ) ,, ( )7 3 1 3¢ Þ- بیضی افقی  

O O

7 1

2

3 3

2

3 3

-

+
Þ ( , )  

BB b b b¢ = Þ - - = Þ =2 7 1 2 4| ( ) |  
FF :فاصلهء کانونی c c c¢ = Þ = Þ = Þ2 2 6 3  
c a b a a a2 2 2 2 2

9 16 25 5= - Þ = - Þ = Þ =  

F :کانون ها        
c

F
c

F F
a
b

a
b

+
¢

-
Þ ¢, ,

6

3

0

3
 

A :دو سر قطر بزرگ
a
A

a
A A

a
b

a
b

+
¢

-
Þ ¢

-
,

8

3

2

3
 

e :خروج از مرکز c
a

e= Þ = 3

5
 

¢FF بیضی افقی- 11 )Oوسط , )-1 2  
F F( , ) , ( , )3 2 5 2¢ - Þ  
FF c c c¢ = Þ - - = Þ =2 3 5 2 4| ( ) |  

e c
a a

a= Þ = Þ = Þ =0 8
8

10

4 4

5
5/  

c a b b b b2 2 2 2 2
16 25 9 3= - Þ = - Þ = Þ =  

برای رسم بیضی مختصات دو 
سر قطر بزرگ و دو سر قطر 

کوچک را پیدا می کنیم:

A
a

A
a

A A
a
b

a
b

+
¢

-
Þ ¢

-
, ,

4

2

6

2
 

B
b

B
b

B B
a
b

a
b+

¢
-

Þ
-

¢
-
-

, ,
1

5

1

1
 

2، پس: - 12 4 2b b= Þ = 2 و 6 3a a= Þ = الف( داریم:

 c a b c c2 2 2 2
9 4 5 5= - Þ = - = Þ =  

FF است. c¢ = =2 2 5 پس فاصلهء کانونی برابر

 O A
a

A
aa

b
a
b

a
b

Þ
+

¢
-

, ب( بیضی افقی است، پس:  

O A A
4

5

4 3

5

4 3

5
Þ

+
¢

-
,  

A¢ است. ( , )1 5 )A و , )7 5 پس مختصات دو سر قطر بزرگ

13 -r = - + = =1

2
6 8

1

2
100 5

2 2( ) الف( درست، زیرا: 
ب( نادرست، زیرا:

x محور yها y y y y= Þ - = Þ = =0 4 0 0 4
2 ,  

Þ ) نقاط برخورد  , ) ,( , )0 0 0 4  
y محور xها x x x x= Þ - = Þ = =0 3 0 0 3

2 ,  
Þ ) نقاط برخورد , ) ,( , )0 0 3 0  

) مشترک است، پس سه نقطهء برخورد داریم. , )0 0 چون
پ( نادرست، وضعیت نقطه نسبت به دایره:

 x y x y2 2
4 6 1 0+ - - - =  

 Þ = - + - - -O r( , ) , ( ) ( ) ( )2 3
1

2
4 6 4 1

2 2  

 = + + = = =1

2
16 36 4

1

2
56

2

2
14 14  

 O A OA( , ), ( , ) ( ) ( )2 3 3 2 2 3 3 2 2
2 2Þ = - + - =  

 2 14< Þ <OA R نقطه داخل دایره است: 

، زیرا: p
2 ت(

 x y x y r2 2 2 2
0

1

2
1 1 4 0

2

2
+ - - = Þ = - + - - =( ) ( ) ( )  

 S r S= Þ = =p p p2 22
2 2( )  

 x y x y2 2
2 1 0+ - - + = ث( متخارج، زیرا: 

 Þ = - + - - =O r
1 1

2 2
1
1

2

1

2
2 1 4 1

1

2
( , ) , ( ) ( ) ( )  

 x y x y2 2
2 1 0+ + + + =  

 Þ - - = + - =O r
2 2

2 2
1

1

2

1

2
2 1 4 1

1

2
( , ) , ( ) ( ) ( )  

 O O
1 2

2 2
1 1

1

2

1

2
4 1 5= - - + - - = + =( ( )) ( ( ))  

 O O r r
1 2 1 2

> + Þ دو دایره متخارج اند.  
 a = -4 a و = 4 ج(

 x y x ay O a2 2

1
4 4 0 2

2
+ + + + = - -, ( , )  

 r a a= + - =1

2
4 4 4

2

2 2 ( ) | |  

برای این که دایره بر هر دو محور مماس باشد، باید:

 | | ,a a a
2

2 4 4= Þ = = -  
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نمرهKheilisabz.comمدت امتحان: 120 دقیقهامتحان شمارهء 1ردیف

gof را پیدا کنید.1 fog و g باشد، == -- --{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}1 0 2 1 3 2 4 1 f و == --{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}1 2 2 3 3 1 4 2 1/5اگر

کدام یک از گزاره های زیر درست است؟2

f باشد.   g== gof وقتی با هم برابرند که fog و الف(

D D
f f x f x( ( )) ( )-- ==1 ب(

پ( وارون وارون یک تابع برابر با خود آن تابع است.

1/5

f را رسم کنید و بگویید تابع نزولی است یا صعودی؟3 x x( ) ( )== -- -- ++1 2
3 1/5نمودار تابع

f را پیدا کنید.4 x x( ) == -- ++2 1ضابطه، دامنه و برد وارون تابع1

نمودار تابع های زیر را رسم کنید و تعیین کنید صعودی اند یا نزولی.5

f )الف x x x( ) | |== --3 g )ب  x
x x

x x
( ) ==

++ ³³

++ <<

ìì
íí
ïï

îîïï

2

3

1 1

2 1
  

1

دورهء تناوب و مقدار مینیمم و ماکزیمم تابع های زیر را پیدا کنید.6

y )الف x== --2sin( )pp y )ب  x== ++ --3
2 4

2cos( )pp   

y )پ x==
++

1

2 5cos y )ت  x== -- ++3 2 1cos( )   

2

] رسم کنید.7 , ]0 T y برابر T باشد، نمودار تابع را در بازهء x== --1 2cos 2اگر دورهء تناوب تابع

sin75 را پیدا کنید.8 1مقدار

معادله های مثلثاتی زیر را حل کنید و جواب های کلی معادله را بنویسید.9
2 )الف 0

2sin sinx x-- == cos )ب  cos2 1x x++ == --   
2

sinx و انتهای کمان x در ناحیهء دوم دایرهء مثلثاتی باشد، حاصل عبارت های زیر را پیدا کنید.10 == 3

5
اگر

sin )الف cos2 2 2x x-- tan )ب  cot2 2x x++   
2

حاصل حدهای زیر را پیدا کنید.11

lim )الف
x

x
x x®®

--
-- --8

3

2

2

7 8
lim )ب  [ ]

x

x x
x®® --

++ --
--1

2

1
lim )پ 

x

x x
x®®++¥¥

++ ++
--

3 2 7

2 4

2

2
lim )ت 

x

x x
x x®®

-- ++
++ --2 2

2

6
 

2

y را در نقطه ای به طول 1 واقع بر منحنی بنویسید.12 x x== ++ --2
1/5معادلهء خط مماس بر منحنی تابع1

x پیدا کنید.13 == 0 f را در نقطهء x x x x x( ) sin cos�� �� 2 1مقدار مشتق تابع

20جمع نمرات
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ریاضی 3رشتهء علوم تجربیامتحان نهایی خردادماه 1401

نمرهKheilisabz.comمدت امتحان: 120 دقیقهامتحان شمارهء 5ردیف

درستی یا نادرستی عبارت های زیر را مشخص کنید.1
f یک تابع درجه دوم است. x x x( ) �� ��2 2 الف( تابع

، تابعی اکیداً صعودی است. f x x( ) == 3 ب( تابع
پ( شکل حاصل از دوران یک مستطیل حول طول آن، مخروط نام دارد.

0/75

در جاهای خالی عبارت ریاضی مناسب قرار دهید.2
f برابر ............... است. −−1 3( f باشد، حاصل( == {( , ) , ( , )}2 3 3 5 الف( اگر
برابر ............... است. x −−3 2 بر  5 1

2x x�� �� ب( باقی ماندهء تقسیم عبارت
پ( خروج از مرکز بیضی با قطر بزرگ 8 و فاصله کانونی 6 برابر ............... است.

0/75

سوالات چهارگزینه ای:3
y کدام یک از موارد زیر است؟ f x�� �� �� ��2 3 1 3( ) ) است. برد تابع , ]−−3 1 I. برد تابع f بازهء

[ , )−10 2 )4  [ , )1 9 )3  ( , ]−12 0 )2  ( , ]−8 0 )1
x قرار دارد؟ y x y2 2

2 4 1 0�� �� �� �� �� II. کدام یک از نقاط زیر روی محیط دایره به معادلهء
( , )−1 0 )4  ( , )0 1− )3  ( , )1 0 )2  ( , )0 0 )1

mc نمایش داده شود،  mb و  ،ma III. با توجه به نمودار تابع f، اگر شیب خط مماس در نقاط a و b و c به ترتیب
کدام یک از گزینه های زیر صحیح است؟

 m m mc b a> > )1

 m m mb a c> > )2
 m m ma b c> > )3
m m mc b a= = )4

1/5

ورودی4 x x x
x

�� �� ��
��

��2 2
1

خروجی 0/75اگر ورودی ماشین مقابل 3 باشد، مقدار خروجی آن چه قدر است؟ 

] و دورهء تناوب اصلی آن 2 است.5 , ]−−4 4 y را بنویسید که برد آن a bx c�� ��sin( ) 1معادلهء یک تابع سینوسی

sin را حل کنید.6 sin2x x== 1معادلهء مثلثاتی

نمودار تابع f به صورت شکل مقابل است. حدود خواسته شده را محاسبه کنید.7
   
lim )الف ( )

x
f x

������
��

 
lim   )ب ( )

x
f x

®®++ ¥¥
==

 
lim   )پ ( )

( )x
f x

®® --
==

1
 

lim   )ت ( )
( )x
f x

�� ��
��

1

1

8lim
x

x x
x x��

�� ��
�� ��3

2

2

5 6

2 7 3
0/75حد مقابل را در صورت وجود محاسبه کنید. 

) را به دست آورید.9 ) ( )fg ′′ 2 ، حاصل �� �� ��g ( )2 6 )g و )2 8==  ، �� ��f ( )2 5  ، f ( )2 3== 1اگر توابع f و g مشتق پذیر باشند و 
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الف( درست، در نقاط اکسترمم نسبی مشتق یا صفر است یا وجود ندارد. - 1
c a b e c a b2 2 2

0 0� � � � � � � ب( درست، 
2 - [ , ]−1 1 الف(

f x x x f x x x( ) ( )= - Þ ¢ = - £ Þ £3 2 2
3 3 3 0 1  

Þ £ Þ - £ £| |x x1 1 1  
ب( 2

x y x r2 2 2 2
2 3 0

1

2
2 0 4 3+ - - = Þ = - + - -( ) ( ) ( )  

= =1

2
16 2  

3 -

¾M  SLvº  ·nI£U
IÀ n¼d¶y� �����

 ¯IM ¾M keH» 2 ÏI£TºH� ������

4 -f x x D xf( ) :� � �1 1 الف(  

g x x Dg( ) � � �2 1
2

  

D

x D x

g x D x x

x x x x

fog

g

f

Î Î

Î - ³ Þ ³

Þ ³ ¾ ®¾ ³ Þ £- ³

:

( ) :

| |



2 1 1 2 2

1 1 1

2 2

2 nm] IÄ 11

ì
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� � �� � ��Dfog ( , ] [ , )1 1  

( )( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )gof g f g g2 2 2 1 1 2 1 1 2 1 1
2= = - = = - = - = ب(  

5 -

y a bx c� �cos  

J»I¹U â½n»j � � � � � � � �4 4
2 1

2

1

2
� � �

| | | |b b b  

´µÄq¨I¶
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�
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�
�
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�
� �
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�
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1

5

1
2 6

| |
| |
a c
a c

c  

 � � � �c a3 2| |  

. a = 2 cosx است، پس x مثل تابع =0 شروع منحنی در

ÍMIU â¾õMIò IÄy x y x� � � � �2
1

2
3 2

1

2
3cos( ) cos( )  

6 -sin cos sin
sin cos sin

x x x= ¾ ®¾¾¾¾¾ =
=3

4

1

2
2

3

4

1

2
2a a a

 

 � �sin2 3

2
x  

sin2 3

2

2 2
3

2 2
3

6

32

3

x

x k

x k
x k

x k
= Þ

= +

= + -

ì

í

ï
ï

î

ï
ï

Þ
= +

= +

ì

í
ï

p p

p p p
p p

p p
p


îî
ï

 

lim )الف- 7
x

x
x

x
x�

� �
�

� � �
� �5

2 1

5

2 1

2 1
  

= - +
- + -

= -
+ -

= -
®

-

®
lim

( )( )
lim

x

x

x

x
x x x5

5

5

4 1

5 2 1

1

2 1

1

4

��� ��
 

lim )ب [ ]
| | lim

[ ]

| |x x

x
x x�� ��

��
�

�

�
� � � ��

1

3

1

3

3 1

1

3

3 1

1

0

 

lim )پ
x

x

x
���

�

�
� �

�
� �

3
1

4
5

3 0

0 5

3

5

2

  

8 -
f A( ) ( , )4 24 4 24� �  
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A y xâ¾õ£º  nj  tIµ¶  ôi  â¾²jI÷¶ � �3

2
18  

x yB = Þ = + = +3
3

2
3 18

9

2
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= + = Þ9 36
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3
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2
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