
کنکوری هستی؟ بزرگ شدیا!!
دوستایِ بزرگم سلام. می خوام یکم دربارهء امسال باهاتون صحبت کنم )خووب گوش کنید(.

امسال واسهء شماها قراره که امتحانِ نهاییِ خرداد، تأثیر مستقیم روی کنکور داشته باشه و خُب! خداییش درصد زیادیه پس برای 
این که بتونین توی یه دانشگاه خوب درس بخونید، هم باید تستی بخونید هم تشریحی. به قوی و ضعیف بودن دانش آموز هم ربطی 

نداره، ما امسال توی مدارس خفن هم از بچه ها امتحان تشریحی می گیریم.
این کتاب رو به پیشنهاد خیلی سبز عزیز برای شما و موفقیت شما توی امتحان نهایی نوشتم. ایشالا که تونسته باشم کمکتون کرده باشم.

چندتا نکته هم در مورد کتاب بگم:

سعی کردم یه درس نامهء بسیار روان به همراه مثال و پاسخ بیارم که با خوندنش درس رو به راحتی بفهمید. آخرِ هر درس هم چندتا 
تمرین آوردم که کل کتاب درسی و امتحان نهایی های چند سال اخیر رو کامل پوشش می ده و در آخر هر فصل هم آزمون های 
جمع بندی رو داریم. در آخر کتاب 6 تا آزمون تشریحی )دوتا برای نوبت اول، چهارتا امتحان نهایی( گذاشتم که حتماً شب امتحان 

حل کنید و برید واسه 20 )بیستاااا نه نوزده و هفتاد و پنج(.

کلام آخر
(، مهندس علی رضا شریف خطیبی  تشکر ویژه از اساتید عزیزم، مهندس مجید رفعتی )آقاایِ حسابان(، مهندس محمد کشوری )

)پدرِ معنوی من(، دکتر کامبیز مقدم فر و استاد علی مؤمن زاده.
تشکر از همکاران خوبم خانم طلوعی و آقایان حیدریان )عشقی(، علیرضا محمدی و محسن فراهانی که ویرایشِ این کتاب رو قبول کردن.

و در نهایت از دوستان خوبم، آقایان حسین خانی، علیزاده و خانم ها سَبکار، ایمان زاده و امجدیان کمال تشکر را دارم.
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رسم خیلی از تابع ها آن هم در سطح دبیرستان اصلاً سخت نیست یعنی اگر نمودار یک تابع را داشته باشیم، با یک سری تبدیل ها می توان نمودار 

تابع های زیادی را رسم کرد.

پارسال و پیرارسال )دو سال پیش( با یک سری تبدیل آشنا شدید و چون پیش نیاز درس های جدید ند، بد نیست یادی از آن ها کنیم. )البته کتاب 

دوازدهم هم بهش اشاره کرده.(

y را داریم: f x= ( ) نمودار تابع

 k > Þ0 | واحد بالا می بریم k | f را x( ) این نمودار را به این شکل رسم می کنیم: 

 k < Þ0 | واحد پایین می بریم  k | f را x( )  

به این انتقال، انتقال عمودی می گوییم.
f به پایین می رود. x( ) ، یک واحد نسبت به f x( ) −1 f به بالا می رود و x( ) f ، دو واحد نسبت به x( ) + 2 مثلاً 

به نمودارهای زیر توجه کنید:

  

y f x k== ++( ) دامنه و برد

همان طور که می بینید در این انتقال، دامنهء تابع تغییری نمی کند. )انتقال عمودیه( ولی برد تابع، k واحد جابه جا می شود.

R است. a k b kf x k( ) [ , ]+ = + + R )برد f( باشد، آن گاه a bf x( ) [ , ]= پس اگر
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چند مثال از انتقال عمودی توابع معروف ببینید:

) است. , )0 + ¥  و برد آن بازهء ، y x= 2 دامنهء
) است. , )- + ¥1  و برد آن بازهء ، y1دامنهء

] است. , )0 � � ، بازهء y x= دامنه و برد تابع
] است. , )2 � � ] و برد آن بازهء , )0 � � ، بازهء y1دامنهء

] است. , )� � �1 ] و برد آن بازهء , )0 � � y2 بازهء دامنهء

 برای این که در انتقال، نمودار دقیق تری به دست آوریم، مختصات یک یا چند نقطه را در نمودار انتقال یافته مشخص می کنیم و سپس 
نمودار را براساس آن ها رسم می کنیم.

y قرار دارد و اگر دو واحد رو به بالا  x= ) روی تابع , )0 0 ، می گوییم نقطهء y x= y با استفاده از نمودار x
1

2� � مثلاً برای رسم نمودار
) خواهد بود. , )0 2 انتقال پیدا کند، x آن عوض نشده و همان صفر است، ولی y آن به  اضافهء دو خواهد شد و نقطهء انتقال یافته

 k > Þ0 | واحد چپ می بریم  |k f را x( ) این نمودار را به این شکل رسم می کنیم:  

 k < Þ0 | واحد راست می بریم  |k f را x( )  

به این انتقال، انتقال افقی می گوییم.

f به سمت چپ می رود )برعکسه(. x( ) ، یک واحد نسبت به f x( )+1 f به سمت راست می رود و x( ) ، دو واحد نسبت به f x( )- 2 مثلاً

به نمودارهای زیر توجه کنید:

  

y f x k== ++( ) دامنه و برد

همان طور که می بینید در این انتقال، برد تابع تغییری نمی کند )انتقال افقیه دیگه( ولی دامنهء تابع، k واحد جابه جا می شود.

D است. )چرا این جوری نگاه می کنید؟؟؟ گفتم که برعکسه( a k b kf x k( ) [ , ]+ = - - D، آن گاه a bf x( ) [ , ]= پس اگر

چند مثال از انتقال افقی توابع معروف ببینید:

 است. ) و برد آن , )0 � � ، بازهء y x= log دامنهء
 است. ) و برد آن , )� � �1 ، بازهء y1دامنهء

] است. , )0 � � ، بازهء y x= دامنه و برد

] است. , )0 � � ] و برد آن بازهء , )2 � � ، بازهء y1دامنهء

] است. , )0 � � ] و برد آن بازهء , )� � �1 ، بازهء y2 دامنهء

 خیلی وقت ها ممکن است در یک تابع، هم تغییرات افقی و هم عمودی داشته باشیم، مثلاً:

 y f x= + +
¯

®( ) D Áj¼µø oÃÃûU

Â£ÎH oÃÃûU
 

) را اعمال می کنیم.  )D ) و بعد تغییر عمودی ) y اول تغییر افقی f x= ( ) برای رسم این تابع ها از روی
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 y f x== ++ ++( )1 1 y به صورت مقابل است. به کمک انتقال، نمودار تابع f x== ( )  نمودار تابع
را رسم کنید. 

 

f را یک واحد به چپ می بریم؛  x( ) f را رسم می کنیم، پس نمودار x( )+1  ابتدا نمودار
یعنی:

 

y به دست آید: f= + +(x )1 f را یک واحد بالا می بریم تا نمودار تابع1 x( )+1 حالا نمودار

 

y را با استفاده از انتقال رسم کرده و دامنه و برد آن را تعیین کنید. x�� �� ��| |1 2  نمودار تابع
y را رسم می کنیم. x= | |   ابتدا نمودار

اصلی تابع  راست  سمت  به  واحد  یک  افقی  انتقال  با  را   y x� �| |1 نمودار بعدی  مرحلهء  در 
) رسم می کنیم. | | )y x=

 
در مرحلهء آخر، نمودار مرحلهء قبلی را با انتقال عمودی دو واحد به پایین منتقل کرده و رسم می کنیم:

 
] می باشد. , )� ��2  و برد آن هم با توجه به نمودار مشخص هست که دامنهء نمودار انتقال یافته

)نهایی خرداد 1400( ] رسم کنید.   , ]0 2pp y در بازهء cos x== y را به کمک نمودار x�� ��cos( )��4  نمودار تابع 

p به سمت راست انتقال افقی می دهیم.
4 ] رسم می کنیم و سپس به اندازهء , ]0 2p y را در بازهء cos x=  ابتدا نمودار

*:
3

4 2 4

p p p= +
¾ ®¾¾¾¾

f باقی مانده است. این دو را هم بگویم و برویم سراغ  x( )- f- و x( ) از مطالبی که در سال های قبل یاد گرفتید، دو تبدیل بسیار مهم و پرکاربرد
تبدیل های جدید.

y را داریم: f x= ( ) نمودار
 

، نمودار f را نسبت به محور xها قرینه می کنیم. f x( ) برای رسم این تابع از روی
f- با هم برابرند ولی محدودهء برد به صورت زیر تغییر می کند.  واضح است که دامنهء f و

R است. )نمودار رو ببینید.( b af x- = - -( ) [ , ] R، آن گاه a bf x( ) [ , ]=  اگر
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یک مثال هم از یکنوایی یک تابع سه ضابطه ای ببینید:

، تعیین کنید تابع در چه بازه ای صعودی و در چه بازه ای نزولی می باشد؟  f x
x x
x x

x x

( ) ==
-- ++ -- ££ << --
-- -- -- ££ <<

-- ££

ìì

íí
ïï

îî
ïï

2

2

2 2 1

1 1 1

1 1

 با رسم نمودار تابع
)نهایی شهریور 1400(  

 با آرامش در هر بازه نمودار مربوطه را رسم می کنیم. )برای رسم از قوانین انتقال کمک می گیریم.(
 [ , )− −2 1 صعودی  
 [ , )−1 1 نزولی  
 [ , )1 � � صعودی  

درستی یا نادرستی عبارت های زیر را تعیین کنید.- 17
)نهایی خرداد 99( y قرار دارد.   x== 2 ] پایین تر از نمودار تابع , ]0 1 y در بازهء x== 3 الف( نمودار تابع
)نهایی خرداد 99( f در یک فاصله صعودی باشد، آن گاه اکیداً صعودی نیز خواهد بود.   x( ب( اگر تابع(
)نهایی شهریور 99( پ( اگر تابع f در یک بازه نزولی اکید باشد، در این بازه نزولی نیز هست. 
)نهایی شهریور 1400( y در دامنهء خود، یک تابع اکیداً یکنوا است.   x�� �� ��log5 ت( تابع1
)نهایی شهریور 99( P یک چندجمله ای از درجه5 است.  x x x( ) ( ) ( )�� �� ��2 1

2 3 ث( چندجمله ای
)نهایی دی  99(   . a b££ ، آن گاه f a f b( ) ( )££ f در بازهء شامل a و b صعودی است. اگر x( ج( تابع(

جاهای خالی را با عدد یا عبارت مناسب پر کنید.- 18

)نهایی دی 98( ) باشد، حدود x برابر ............... است.   )1
2

1

64

3 2x�� �� الف( اگر
)نهایی خرداد 1400( ب( به تابعی که در یک بازه فقط صعودی یا نزولی باشد، .............. می گوییم.  

پ( توابع اکیداً یکنوا، همواره ............... هستند.
کوتاه پاسخ دهید.- 19

)نهایی شهریور 98( f را مشخص کنید.   x x x( ) ( )�� ��2 5
1 الف( درجهء تابع

ب( کدام تابع در یک بازه، هم صعودی است و هم نزولی؟
)نهایی شهریور 98( h در چه بازه ای اکیداً صعودی است؟   x x( ) | |�� �� 2 پ( تابع

ت( دامنهء توابع چندجمله ای برابر چیست؟ 
y چیست؟ x== 3 ث( وارون تابع با ضابطهء

)نهایی دی 97(- 20 f را رسم کنید. این تابع در دامنهء خود اکیداً صعودی است یا اکیداً نزولی؟  x( ) (x )== ++ 1
3 نمودار تابع

)نهایی شهریور 98(- 21 ، حدود x را به دست آورید.  log( ) log( )x x�� �� ��1 2 3 اگر

)نهایی دی 99(- 22 f تعیین کنید تابع در چه بازه ای صعودی و در چه بازه ای نزولی می باشد؟  x x x
x

( ) �� �� ��
�� ��

��
��
��

����

1 1

1 1

2

با رسم نمودار تابع

f تعیین کنید تابع در چه بازه ای اکیداً صعودی و در چه بازه ای اکیداً نزولی می باشد؟- 23 x x x
x x

( ) �� ��
�� �� �� ��

��
��
��

����

2
0

3 1 0
با رسم نمودار تابع

)نهایی خرداد 1400(  
وضعیت یکنوایی یا اکیداً یکنوایی نمودارهای زیر را بررسی کنید.- 24

  )ت  )پ  )ب  )الف
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با توجه به نمودار روبه رو، مشخص کنید این تابع در چه بازه ای اکیداً نزولی، در چه بازه ای - 25
صعودی و در چه بازه ای هم صعودی و هم نزولی است؟

 
f را رسم کنید و بازه هایی که در آن تابع اکیداً صعودی، اکیداً نزولی و یا ثابت است را مشخص کنید.- 26 x

x x
x

x x
( ) ==

++ << --
-- << <<

-- >>

ìì

íí
ïï

îî
ïï

1 2

1 2 1

2 1

تابع

] رسم کنید و وضعیت یکنوایی آن را در بازه های مختلف بررسی کنید.- 27 , ]0 pp f را در بازهء x x( ) cos( )== -- ++ pp
4 نمودار تابع

g را رسم کنید. کدام یک از آن ها در تمام دامنهء خود اکیداً صعودی است؟- 28 x x( ) log( )== ++ 1 f و x x( ) ==
++
1

1 دو تابع

، اکیداً نزولی است.- 29 x ££ 1 f با شرط x x( ) x== --2 2 نشان دهید تابع
a است.- 30 b³³ ، نشان دهید که  f (a) f(b)££ فرض کنید f در یک بازه، اکیداً نزولی باشد و b , a متعلق به این بازه باشند. اگر 
اگر f در یک بازه، اکیداً صعودی باشد، آیا صعودی هم هست؟ در مورد عکس این رابطه چه می توان گفت؟- 31
مجموعه جواب هر یک از نامعادلات زیر را بیابید.- 32

) )الف )2 2
3 1x x-- ³³ log )ب  ( )1

2

1 1x ++ ££ -- ) )پ  )1
2

1

128

2 1x++ ³³  

)log )ت )x ++ <<1

5
1 log )ث  log/ /0 5 0 5

2 1

3

4 1

2

x x++ ££ --   

f هم در این فاصله اکیداً صعودی )اکیداً نزولی( است.- 33 g++ اگر تابع های f و g در یک فاصله اکیداً صعودی )اکیداً نزولی( باشند، نشان دهید

به خاطر دارم که یکی از سؤالات همیشگی دبستانم این بود:
» 7 2 »تقسیم مقابل را انجام دهید و درستی آن را امتحان کنید:

 
´Ãv£U: 7

6

1

2

3-  

¶£v¼³روش حل و امتحان درستی  تقسیم هم به صورت مقابل است: Sµv¤  ZnIi

¾Ã±øï³¼v£¶ ½kºI¶

´Ãv£U ÂTwnj ·IdT¶H:7 2 3 1

­

¯

­

¯
= +´

ïïÂ¤IM

 
راه درستی تقسیم برای چند جمله ای ها هم برقرار است که به آن، قضیهء تقسیم می گوییم.

 تقسیم

 r x( ) q و x( ) )p از صفر بزرگ تر باشد، آن گاه تابع هایِ چندجمله ایِ منحصر به فردِ )x p تابع های چندجمله ای باشند و درجهء x( ) f و x( ) اگر
¶£Ã±ø ³¼v¾وجود دارند که:  ½kºI¶ Â¤IM

³¼v£¶ Sµv¤  ZnIi

f x p x q x r x( ) ( ) ( ) ( )
¯

­

¯

­
= +´  

)p کم تر است. )نه لزوماً 1 واحد( )x r از درجهء x( ) که در آن درجهء

r باشد، می گوییم f بر p بخش پذیر است. x( ) =0  اگر

p بخش پذیر است. x x x( ) == ++ ++2
3 9 f بر x x( ) == --3

27  نشان دهید که
 x

x x x
x x
x x

x x
x

3

3 2

2

2

227

3 9

3 9 27

3 9 27

0

3 9

3

-
- + +

- - -
- - - -

+ +
-( )

( )

 برای بخش پذیر بودن باید باقی مانده، صفر شود. ببینید: 
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خیلی وقت ها پیدا کردن باقی ماندهء تقسیم به این راحتی نیست و ممکن است بسیار طولانی شود. قضیهء زیر برای پیدا کردن باقی ماندهء تقسیم هایی 
ax )درجه 1( است خیلی کار راه انداز است. b+ که مقسوم علیه آن

 r x f b
a( ) ( )== -- ax برابر است با:  b++ f بر x(  باقی ماندهء تقسیم چندجمله ای(

f جای گذاری کنیم. x( ) ax را به دست آوریم و در b+ یعنی باید ریشهء معادلهء0=
 f x( ) (ax b)q(x) r= + + اثبات قضیه را هم بدانید: 

، r می نویسیم چون مقسوم علیه درجه 1 است پس باقی مانده حتماً درجهء صفر )عدد ثابت( است. r x( ) جای

b- را در رابطهء بالا جای گذاری کنیم، داریم:
a

؛ یعنی ax b+ حالا اگر ریشهء0=

 f b
a

b
a

b q b
a

r b
a

f b
a

( ) (a ( ) ) ( ) ( b b)q( ) r r ( )- = ´ - + - + = - + - + = Þ -

0
� ��� ���

== r  

x را به دست آورید. ++ 1 x بر x x x100 99 11
2 2++ -- ++ ++  باقی ماندهء تقسیم چندجمله ای

x را پیدا می کنیم و در مقسوم جای گذاری می کنیم. ببینید:  اول ریشهء مقسوم علیه یعنی1+
 x x+ = Þ = - Þ - + - - - + - + = - + - + =1 0 1 1 1 1 2 1 2 1 1 1 2 2 1

100 99 11( ) ( ) ( ) ( )  
پس باقی مانده 1 است.

x بخش پذیر باشد. -- 1 x و ++ 1 x بر x ax b3 2++ ++ --  مقادیر a و b را چنان بیابید که چندجمله ای
) r =0 x صفر می شوند. )بخش پذیری یعنی = x و1- x در1= x ax b3 2+ + -  چندجمله ای

 x a b a b a b= - Þ - + - + - - = Þ - + - - = Þ + =1 1 1 1 0 1 1 0 0 1
3 2( ) ( ) ( ) ( )  

 x a b a b= Þ + + - = Þ - = -1 1 1 1 0 2 2
3 2( ) ( ) ( ) ( )  

از حل دستگاه مقابل:
 
a b
a b

a a
+ =
- = -

ì
í
î

Þ = - Þ = -
0

2
2 2 1 , b =1  

) بخش پذیر بوده و باقی ماندهء  )x −− 2 P بر x x ax bx( ) �� �� �� ��3 2
 مقادیر a و b را طوری تعیین کنید که چندجمله ای2

)نهایی شهریور 99( ) برابر 3 باشد.   )x ++ 1 تقسیم آن بر

باقی ماندهء  و چون  ) می باشد(  )x − 2 ریشهء  ،2 )عدد   P( )2 0= است، پس می بایست ) بخش پذیر  )x − 2 بر  P x( )  چون
) می باشد( باشد. )x +1 ، ریشهء )P )عدد1− )� �1 3 ) برابر 3 هست، می بایست )x +1 P بر x( ) تقسیم

 P a b a b a b a b( ) ( ) ( )2 0 2 2 2 2 0 8 4 2 2 0 4 2 6 2 3
3 2 2� � � � � � � � � � � � � � � � �� � � ��  

 P a b a b a b( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � � � � � � � � � � � � �1 3 1 1 1 2 3 1 2 3 6
3 2  

 
2 3

6
3 3 1 5

a b
a b

a a b
� � �
� �

� � � � � �
�
�
�

,  

سه تا تجزیهء خیلی مهم که به کمک این ها، طراح های امتحانات و کنکور می توانند سؤالات سختی را مطرح کنند. )خواهشاً حفظ کنید.(
x a x a x ax a x a x an n n n n n n- = - + + + + +- - - - -( ) ( )1 2 2 3 2 1



 : n ÎÎ
)در پرانتز دوم همهء علامت ها + هستند.(

n x a x a x a= - = - +2 2 2: ( ) ( ) )مزدوج(  حالت های خاص این تجزیه را قبلاً زیاد دیدید: 

n x a x a x ax a= - = - + +3
3 3 2 2: ( ) ( )   )چاق و لاغر( 

x a x a x ax a x a x an n n n n n n- = + - + - + -- - - - -( ) ( )1 2 2 3 2 1


n زوج باشد: 
)در پرانتز دوم علامت ها یکی در میان + و - می شوند.(

 n x a x a x a= - = + -2 2 2: ( ) ( ) )مزدوج(  حالت خاص: 

x a x a x ax a x a x an n n n n n n+ = + - + - - +- - - - -( ) ( )1 2 2 3 2 1


n فرد باشد: 
)در پرانتز دوم علامت ها یکی در میان + و - می شوند.(

n x a x a x ax a= + = + - +3
3 3 2 2: ( ) ( ) )چاق و لاغر(  حالت خاص: 

بچه ها به نظرم برای حفظ کردن این تجزیه ها از حالت های خاصشون می تونین کمک بگیرید.
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نمرهKheilisabz.comمدت امتحان: 90 دقیقهرشتهء ریاضی و فیزیکآزمون جمع بندیردیف

f را در نظر بگیرید: 1 x x x
x x

( ) == -- -- << <<ìì
íí
ïï

îîïï

3
1 1

1 2£ £
تابع

f را رسم کنید سپس دامنه و برد آن را مشخص کنید. x( الف( نمودار تابع(
y را به کمک نمودارش پیدا کنید. f x== -- -- --2 1 1( ) ب( دامنه و برد تابع 

2

y به دست آورید. 2 f x== -- --1

3
2( ) f باشد، مختصات نقطهء A را روی تابع x( )A روی تابع( , )--2 1 1اگر نقطهء

f را رسم کنید3 x( y به صورت مقابل است. نمودار تابع( f x== -- -- ++( )2 نمودار تابع1
سپس دامنه و برد آن را بیابید.

2

y را 4 f x== -- --2 2 1( ) y و f x== ++3 1( ) ] باشد، دامنه و برد دو تابع  , ]2 5 ] و برد آن , ]--1 4 f برابر x( اگر دامنهء تابع(
به دست آورید. 

2

y را رسم کنید و در آخر دامنه و برد 5 == --sin( x )2
3

pp ، نمودار تابع [ , ]0 2pp y با دامنهء == sinx به  کمک نمودار تابع 
آن را پیدا کنید. 

2

f صعودی است یا نزولی؟ چرا؟ 6 == -- -- --{{ }}( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )3 2 1 0 1 0 2 1 0/75تابع

] رسم کنید و وضعیت یکنوایی آن را در بازه های مختلف بررسی 7 , ]--4 3 y را در بازهء x x== -- ++ ++| | | |1 2 نمودار تابع
کنید. 

2

برای هر یک از موارد خواسته شده، تابع های f و g را به گونه ای مثال بزنید که در آن شرایط صدق کند.8

 )الف
f
g
f g

Áj¼÷Å
Â²»qº
Áj¼÷Å++

ìì

íí
ïï

îî
ïï

 )ب 
f
g
f g

Áj¼÷Å
Áj¼÷Å
Â²»qº ´À » Áj¼÷Å ´À--

ìì

íí
ïï

îî
ïï

 )پ 
f
g
f g

Â²»qº
Â²»qº
Áj¼÷Å ÓHkÃ¨H--

ìì

íí
ïï

îî
ïï
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f را در نظر بگیرید. 9 x x x x( ) == -- ++3 2
3 3 تابع 

y رسم کنید. x== 3 f را به کمک تابع  x( الف( نمودار تابع(

f را رسم کنید. --1 ب( نشان دهید که f وارون پذیر است و نمودار

f را به دست آورید. --1 پ( ضابطهء

2

آن گاه 10 باشد،   -6 برابر   x -- 1 بر  p( )x تقسیم باقی ماندهء  و  باشد   p( )x x ax bx== ++ ++ --3 2
4 عاملِ یک   x ++ 2 اگر

)p را به دست آورید.  )x == 0 ریشه های معادلهء

2

2 است؟ 11

1 35--
x چند برابر == 35 A به ازای x x x x== ++ ++ ++ ++1

2

2 3 4

2ساده شدهء

20جمع نمرات
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1 - 2

4

2

4

8
�
�

�
�| |�

� � الف(

 2
1

3

2

1

3

6
� � �

| |
� � ب(

 max | | | |� � � � � �a c 5 0 5 پ(
2 -.min | | | |� � � � � � � � �a c 3 2 1 الف( نادرست، زیرا

آن  مقدار  و  تعریف شده   x � �2 در تابع سینوس  زیرا  نادرست،  ب( 
1 است.

پ( درست، زیرا

 y x x x T� � � � �2 2 2
2sin cos sin
| |
� �  

3 -

 
max | |
min | |

= + =
= - + = -

ü
ý
þ

¾ ®¾ =+a c
a c

c
6

2
2 4  

Þ = = Þ = ±c a a2 4 4, | |  

 T
b

b b� � � � � � �2 2 2� �
| |

| |  

یا  y x� � �4 2 2sin( ) یا  y x� �4 2 2sin( ) توابع از  یک  هر 
y قابل  قبول است. x� � � �4 2 2sin( ) y یا x� � �4 2 2sin( )

4 -
 
max | |
min | |

= + =
= - + = -

ü
ý
þ

¾ ®¾ =+a c
a c

c
4

2
2 2  

Þ = = Þ = ±c a a1 3 3, | |  

 T
b

b b� � � � � � �2 2� � �
| |

| |  

یا  y x� � �3 1cos( )� یا  y x� �3 1cos( )� توابع از  یک  هر 
y قابل  قبول است. x� � � �3 1cos( )� y یا x� � �3 1cos( )�

5 -
 T

b
a c� � � � � � � � �2 2

2 3 1 4
� �

�| |
, max | | | |  

 min | | | |� � � � � � � � �a c 3 1 2  
6 - max | | | |� � � � �a c 2 1 3  

  min | | | |� � � � � � � �a c 2 1 1  

7 -T
b

= = =2 2

1

3

6
p p p
| |

 

 max | | | |� � � � � � �a c 2 9 2 9� �  
 min | | | |� � � � � � � � � �a c 2 9 2 9� �  

y در نظر می گیریم:- 8 a bx c� �sin ضابطهء تابع را به صورت

 
max | |
min | |

= + =
= - + =

ü
ý
þ

¾ ®¾ =+a c
a c

c
5

3
2 8  

Þ = = Þ = ±c a a4 1 1, | |  

 T
b

b b� � � � � � �2
3

2

3

2

3

� � �
| |

| |  

تاثلوم  :وودـلـصف

y یا x= - - +sin( )2

3
4

p y یا x� �sin( )2

3
4

� هر یک از توابع

y قابل  قبول است. x= - +sin( )2

3
4

p y یا x� � �sin( )2

3
4

�

9 - y a bx c� �sin نمودار نشان دهندهء یک تابع سینوسی به فرم
است. با توجه به شکل، مقادیر ماکزیمم و مینیمم و دورهء تناوب تابع، 

ضابطهء تابع را به دست می آوریم:

 
max | |

min | |

= + =

= - + = -

ü

ý
ï

þ
ï

¾ ®¾ =+
a c

a c
c

1

2

1

2

2 0  

Þ = = = ±c a a0
1

2

1

2
, | | ,  

 T
b

b b� � � � � � �2 2

3
3 3

� �
| |

| |  

پس نیست،  تابع  اصلی  شکل  مانند  تابع  نمودار  این که  به  توجه  با 

یا  y x� � 1
2

3sin توابع از  یک  هر  می باشد.   a b� �0

y قابل  قبول است. x� �1

2
3sin( )

f(x) به صورت زیر است: - 10 cos x= 2 الف( نمودار تابع

cosx رو دو برابر کنیم. cos باید دامنهء x2 واسه رسم

تابع تناوب  دورهء  می بینید  نمودارش  روی  از  که  همان طور 
4p است. ، f x x( ) cos= 2

 g x x( ) tan= 1

2
2 ب( نمودار تابع

به صورت مقابل است:
تناوب دورهء  نمودار،  به  توجه  با 

 p
2 با برابر   g x x( ) tan= 1

2
2

است.

h به صورت زیر است:  x x( ) sin= -1 3 پ( نمودار تابع
. 1 3- sin x sin- و آخرش هم x3 sin رو بکشیم، بعدش x3 اول باید

2 است.
3

p ، h x( ) sin x= -1 3 دورهء تناوب

 

ت( ترسیدید مگه نه؟  
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پس  است،   cos cos2 2 1
2x x= - می دانیم که  همان طور  خب! 
t x x( ) cos= - 2 می توان نوشت:

 t x( ) و نمودار
ص��ورت  ب��ه 

مقابل است: 
p است. t برابر x(x) cos= - +2 1

2 پس دورهء تناوب
و- 11  y a bx c d= + +sin( ) فرم به  تابع  هر  تناوب  دورهء 

T؛ پس دورهء تناوب 
b

= 2p
| |

y برابر است با a bx c d= + +cos( )

هر یک از توابع زیر به راحتی قابل محاسبه است.

T )الف = =2

1

3

6
p p
| |

T)ب  = =2
2

2p p
| |

T)پ = =2

3

2

4

3

p
p| |

T)ت  = =p
p| |

1  

12 - y a bx c d= + +sin( ) ماکزیمم و مینیمم هر تابع به صورت
و  | |a d+ با برابرند  ترتیب  به   y a x c d= + +cos(b ) و

- پس می توان نوشت: +| |a d
max)الف | | , min | |= + = + = - + = -p p p p2 2 2 2  

ب (max | | , min | |= - + = + = - - + = -1 1

2

1 1

2

1 1

2

1

2

1

p p p p
max)پ | | , min | |= - - = = - - - = -1 1 0 1 1 2  

max)ت | | , min | |= + = = - + =1

2
2

5

2

1

2
2

3

2
 

]، 4 بار تکرار شده - 13 , ]0 16 همان طور که می بینید این تابع در بازهء 
4 16 4T T= Þ = است، پس داریم: 
2

4
2

p p
| | | |b b= Þ = یعنی می توان نوشت: 

d = + = + =max min
2

7 1

2
4 از طرفی می دانیم: 

| | max mina = - = - =
2

7 1

2
3  

عرض  خدمتتان  الان  که  می ماند   a و  b علامت مشخص کردن  فقط 
)شبیه خود سینوسه نه قرینش(  داده شده  تابع  نمودار  به  توجه  با  می کنم. 
( پس ضابطهء  - + یا هر دو b یکی باشد )یا هر دو a و باید علامت

تابع به صورت مقابل است:
y x= +3

2
4sin( )p y یا  x= - - +3

2
4sin( )p  

T است، پس: - 14 = 3 دورهء تناوب تابع مقابل،

T b b bb= = Þ = ¾ ®¾¾ =>2
3

2

3

2

3

0p
p| | | |  

[ , ]-3 3 از طرفی برد تابع
است.   | |a = 3 پس است، 
حالا با توجه به مثبت بودن 
باشد  مثبت  هم   a باید   b
a )اگه a منفی باشه = یعنی3
 نمودار sin باید نسبت به محور
 xها قرینه می شد که این جا نشده(.

 a b+ = + =3
2

3

11

3 در نهایت داریم: 

به نمودار زیر توجه کنید.- 15
] سه بار تکرار شده است،  , ]0 6 همان طور که می بینید این تابع در بازهء

پس:
 3 6 2T T= Þ =
تناوب هم چنین دورهء 
این تابع از روی ضابطه

 برابر است با:

 T
b

b= = Þ = Þ =2 2 2
2 1

p
p| | | b | | b |

| |  

2- است، پس و هم چنین بیشترین و کم ترین مقدار تابع به ترتیب 2 و

 | | | | | |ab a b= ´ = 2 . در نهایت داریم: | |a = 2
16 -p  الف( 

  پ(   x k k� � �� �
2 ,  ب(

الف( نادرست؛ تابع تانژانت در دامنه اش غیریکنوا است.- 17
ب( درست

x در دامنهء تابع تانژانت قرار ندارند. k= +p p
2 پ( نادرست؛ نقاط به فرم 

ت( درست
p است. ث( نادرست؛ دورهء تناوب تابع تانژانت برابر

ج( نادرست
 است. f برابر  x x( ) tan= چ( نادرست؛ برد تابع 

ها را قطع می کند. x x محور =0 ح( نادرست؛ تابع تانژانت در 
الف( این گزاره نادرست است. در واقع هیچ بازهء مشخصی وجود - 18

tan مدام در آن کاهش پیدا کند )به نمودارش نگاه کنید.( x ندارد که تابع
tan در هر بازه ای که در تمامی نقاط  x ب( این گزاره درست است. تابع
) [ , ]-p p

4 4
آن تعریف شده باشد صعودی است. )حتی اکیداً صعودیه مثلًا در بازهء

19 -cos cos cos cos3 0 3x x x x� � � �  
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��

3 2

3 2

2 2

4 2
2

x k x
x k x

x k
x k

x k

x k
�
�

�
�

�
�  

20 -
sin sin3 2

3 2 2

3 2 2
x x

x k x
x k x

� �
� �
� � �

�
�
�

�
� �

 

 �
�
� �

�
�

� �

�
�
�

��

�
�
�

��

x k
x k

x k

x k
2

5 2

2

2

5 5

�
� �

�
� �  

21 -
2 3 3 0 2 3 3cos cosx x� � � �  

 � � � ���� �
�

cos cos cos
cos

3
3

2
3

6

6

3

2x x
�

�  

 �
� �

� �
�

� �

� �

�

�
�

�
�

�

�
��

�
�
�

3 2
6

3 2
6

2

3 18

2

3 18

x k

x k

x k

x k

� �

� �

� �

� �
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0 است، پس داریم: < <q p حواستان باشد که
k

k

0 1

2
4 4

9

4
� � � � �� �

� �  
k

k

0 1

2
3

4

3

4

11

4
� � � � �� �

� �  
3 هستند.

4

p p و
4 پس زاویه های قابل قبول

مختصات- 35 دستگاه  یک  در  را   y = 1

2
و  y x= sin2 تابع  دو 

رسم می کنیم تا نقاط تقاطع را پیدا کنیم:

]  در دو نقطه متقاطع اند،  , ]0 p همان طور که می بینید این 2 تابع در بازهء 

sin2 در این بازه دو ریشه دارد. 1

2
x = پس معادلهء

f به صورت مقابل است:- 1 x( ) نمودار

 

f را رسم می کنیم و سپس  x( )2 y ابتدا x= 1

2
2f( ) برای رسم تابع

1 را می کشیم )اول دامنه رو نصف می کنیم و بعدشم برد 
2

2f( )x از روی آن

رو نصف می کنیم(.

 

p تکرار می شود 
2 همان طور که می بینید این تابع در بازه های به طول

T است. = p
2 پس

ابتدا ضابطهء تابع را ساده کرده، سپس رسم می کنیم:- 2

y x x x y x� � � �| sin cos | | sin | | sin |1

2
2

1

2
2  

 

 

 

 

max , min ,= = =1

2
0

2
T p از روی شکل معلوم است که:  

3 - y x x x x x
x x

= + + +
+

sin cos sin cos sin
sin( )

2 2 2 3 1

2

� ����� �����  

y x x x= + + = +sin sin sin3 2 3 1 3 3 1  

 �

� � �
� � � � �

�

�

�
��

�
�
�

max | |
min | |

3 1 4

3 1 2

2

3
T �

 

4-4
max
min

| |
| |

=
=

ì
í
î

Þ
+ =

- + =
ì
í
î

4

0

4

0

b a
b a

 

Þ
=

= Þ = -
ì
í
î

a
b b

2
2 2| |  .SvÃº  Â±ÅH  ÍMIU  ®§{ï´À  ÍMIU  ·¼a

 

T
c

c= Þ = Þ =4
2

4
2

p p
| |

| |  

 Þ = ±c p
2 هر دو مورد قابل قبول است.  

4-5

با توجه به شکل مشخص است که دورهء تناوب تابع2p است و در بازه های
) تابع اکیداً صعودی است و در هیچ بازه ای اکیداً  , )�� � ) و , )p p2

نزولی نمی باشد.



در کتاب حسابان 1، حد در نقطه را یاد گرفتید. الان قرار است که ادامهء آن را بخوانیم. داستان به این شکل است که بعضی وقت ها با نزدیک شدن 
¥+ عدد نیستااا، سَمبلُ بزرگیه( یا  ¥+ برود ) x به f ،a به سمت عدد مشخصی نمی رود، مثلاً ممکن است تابع f خیلی خیلی بزرگ شود و به سمت

¥- برود. حتی خیلی خیلی کوچک شود و به سمت

f آشنا شدید: x
x

( ) = 1 سال قبل با نمودار تابع
 

x بررسی کنیم. جدول زیر را ببینید: =0 می خواهیم رفتار این تابع را در نزدیکی

  

x

f x
x

- - - ® ¬

= - - -

1 0 1 0 01 0 0 01 0 1 1

1
1 10 100 100 10 1

/ / / /

( ) ½kzº þÄo÷U

SvÃºº â¾¹¶Hj  Á¼U oÿÅ1

x

 

 . ( ( ) )f x ® +¥ x) بدون محدودیت افزایش می یابد )® +0  خبُ بچه ها! همان طور که می بینید وقتی x از مقادیر بیشتر از صفر به صفر نزدیک می شود
را از هر عدد مثبت مفروض بزرگ تر کرد، به شرطی که x به اندازهء کافی از سمت راست صفر، به صفر نزدیک شده  f x( به قول کتاب درسی: »می توان(

lim
x x® +

= +¥
0

1 باشد« و در این حالت می نویسیم: 

. به قول کتاب  ( ( ) )f x ® -¥ f(x) بدون محدودیت کاهش می یابد ( ), x® -
0 هم چنین وقتی x از مقادیر کم تر از صفر، به صفر نزدیک می شود

f را از هر عدد منفی کوچک تر کرد، به شرطی که x به اندازهء کافی از سمت چپ صفر، به صفر نزدیک شده باشد.« x( درسی: »می توان(

lim
x x® -

= -¥
0

1 در این حالت می نویسیم: 

f این اتفاقات را به خوبی می توان مشاهده کرد. ببینید: x
x

( ) = 1 با نگاهی عمیق تر به تابع
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حالت های مختلف حدهای یک طرفهء نامتناهی در شکل های زیر آمده است:

¥- شوند. ¥+ شوند یا هر دو  زمانی که حاصل حد بی نهایت می شود، می گوییم حد وجود ندارد. حتی اگر حد چپ و راست هر دو

حدِ مثبت بی نهایت

؛ lim ( )
x a

f x
®

= +¥ فرض کنید f در دو طرف a )به جز احتمالاً خود a( تعریف شده باشد. در این صورت

یعنی می توان f را به اندازهء دلخواه )هر چه قدر بخوایم( افزایش دهیم به شرطی که x به اندازهء کافی به 
lim ( )
x
f x

®
= + ¥

0
عدد a نزدیک شده باشد. 

حدِ منفی بی نهایت

؛  lim ( )
x a

f x
®

= -¥ فرض کنید f در دو طرف a )به جز احتمالاً خود a( تعریف شده باشد. در این صورت

یعنی می توان f را به اندازهء دلخواه کاهش داد، به شرطی که x به اندازهء کافی به a نزدیک شده باشد.
lim ( )
x
f x

®
= - ¥

0
 

f را رسم کنید و با استفاده از آن حدهای خواسته شده را محاسبه کنید. x x( ) tan==  نمودار تابع
lim )الف ( )

x
f x

®®0
lim )ب  f(x)

x®®
--pp

2

lim )پ  f(x)
x®®-- ++pp

2

  

f به صورت مقابل است:  x x( ) tan=  نمودار تابع
tan هم  x x )چه از چپ، چه از راست( مقادیر  همان طور که می بینید وقتی0®
lim tan
x

x
®

=
0

0 )این واسه پارسال بود(  به صفر نزدیک می شود یعنی: 

tan به شدت افزایش  x ، ( )x®
-p

2 p نزدیک می شود
2  وقتی x از سمت چپ به

lim tan
x

x
®

-
= +¥

p
2

¥+ میل می کند: )نمودار رو نگاه کنید(  می یابد و به سمت

tan به شدت  x ، ( )x® -
+p

2 - نزدیک می شود p
2  وقتی x از سمت راست به

lim tan
x

x
®-

+
= -¥

p
2

¥- می رود؛ یعنی:  کاهش می یابد و به سمت

، باید حد چپ و راست را جداگانه به دست آوریم: x =0 f در x
xn

( ) = 1 برای محاسبهء حد تابع 

lim
x nx® +

= +¥
0

1 ¥+ می شود؛ یعنی:  : در این حالت حاصل این حد همیشه x ®® ++0

lim
x nx

n
n® -

=
+¥
-¥

ì
í
î0

1 Z»p
joÎ

: حاصل حد به صورت مقابل است:  x ®® --0

تیحهس‏حب رسسـحح ـیس ـتماـ ـسهسـحس :سوـس لـصف
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x به دست آوریم. =0 f را در x
x

( ) = 1

3
بگذارید یک مثال بزنم، مثلاً می خواهیم حد تابع

x
xx

® = +¥+

® +
0

1

0
3

: lim  x
xx

® = -¥-

® -
0

1

0
3

: lim  

¥ شدن.( x حد ندارد. )نه به خاطر این که حد چپ و راست برابر نشدنااا، به خاطر این که =0 این تابع در
البته برای جلوگیری از حفظ کردن، بد نیست این سبک استدلال کردن را هم یاد بگیرید. ببینید:

1 در نظر گرفت. )یه عدد کوچیکِ مثبتِ نزدیکِ صفر( و 

1000
x را ) می توان مثلاً  )x® +0 زمانی که x از سمت راست صفر به صفر نزدیک می شود

. پس: n = 3 هم چنین فرض کنید
lim

( )x nx® +
= = =

0 3

9

91 1

1

1000

1

1

10

10  

1- در نظر گرفت:
1000

، می توان x را x ® -0 ¥+ می رود. هم چنین زمانی که می بینید که مقدار تابع به شدت افزایش می یابد و انگار به سمت

n: فرد    lim
( )

( )

x n
n

x®

=
-

¾ ®¾¾¾¾¾¾
-

= -
0

3

3

91 1

1

1000

10
½H¼h²j joÎ jkø  

¥- می رود. انگار به سمت
n: زوج   lim

( )

( )

x n
n

x®

=
-

¾ ®¾¾¾¾¾¾
-

=
0

4

4

121 1

1

1000

10
½H¼h²j  Z»p jkø  

¥+ می رود. انگار به سمت
به نظرم این جوری نگاه کردن به حد، خیلی مسائل را برایتان راحتتر حل می کند.

lim و برعکس. ( )
x a

f x
�

� �� ، آن گاه lim ( )
x a

f x
� �

� �� lim و ( )
x a

f x
� �

� ��  اگر

lim و برعکس. ( )
x a

f x
�

� �� ، آن گاه lim ( )
x a

f x
� �

� �� lim و ( )
x a

f x
� �

� ��  اگر 

، آن گاه: lim ( )
x a

g x
®®

== 0 lim و ( )
x a

f x L
®®

== ¹¹ 0 اگر

lim ( )
( )x a

f x
g x®

= +¥ g در یک همسایگی a )به جز احتمالاً خود a( مثبت است:  x( ) L و  اگر0<

lim ( )
( )x a

f x
g x®

= -¥ g در یک همسایگی a )به جز احتمالاً خود a( مثبت باشد:  x( ) L و  اگر0>

lim ( )
( )x a

f x
g x®

= -¥ g در یک همسایگی a )به جز احتمالاً خود a( منفی باشد:  x( ) L و  اگر0<

lim ( )
( )x a

f x
g x®

= +¥ g در یک همسایگی a )به جز احتمالاً خود a( منفی باشد:  x( ) L و  اگر0>

�x میل می کند را بررسی می کنیم: � �( )2 �x و � �( )2 f وقتی x
x

( )
| |

�
�
5

2
مثلاً حد تابع

 
lim ( ) lim

| |
lim

lim

( ) ( ) ( )

( )

x x x

x

f x
x x® - ® - ® -

® -

+ + +
=

+
=

+
= +¥

2 2 2

2

5

2

5

2

-- - -
=

+
=

- -
= +¥

ü

ý
ïï

þ
ï
ï

Þ

® - ® -

® -f x
x xx x

x( ) lim
| |

lim
lim

( ) ( )

(

2 2

25

2

5

2

)) ( )
( ) lim

| |
f x

xx
=

-
= +¥

® -2

5

2
 

lim x
x x® +

- = - = -¥
0

2

2 1 1

0

¥- است زیرا:  x برابر =0 f در x x
x

( ) = -2 1

2
این مثال را هم ببینید: حد تابع

¥- می شود. ( و طبق قسمت  قضیهء قبل حاصل حد y همواره بزرگ تر و مساوی صفر است ) x= +0 می شود زیرا تابع2 مخرج
این طوری هم ببینید:

 

lim
( )

lim
( )

x

x

x
x
x
x

� � �

� � �

�

�

� � � � � � ��

� � � � � � ��

0
2 2

0
2 2

2 1 1

0

1

0

2 1 1

0

1

0

��

�
��

�
�
�

� � � ��
�
lim
x

x
x0
2

2 1
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نمرهKheilisabz.comمدت امتحان: 90 دقیقهرشتهء ریاضی و فیزیکآزمون جمع بندیردیف

f را رسم کنید و به سؤالات زیر پاسخ دهید. 1 x x( ) log== نمودار تابع
x حد دارد؟ چرا؟ == 0 ب( آیا این تابع در x به دست آورید.  == 0 الف( حد چپ و راست این تابع را در

1/5

حاصل حدهای زیر را به دست آورید. 2

)الف lim
tanx

x
x®®

++
pp

2 1

2

)ب  lim logx

x
x®® ++

--
0

1  

2

g باشند، حاصل عبارت های زیر را به دست آورید. 3 x
x

x
x x

( ) cosx

tan

==
>>

-- -- <<

ìì

íí
ïï

îî
ïï

1

2

1

2

pp

pp
f  و  

x
x x

x x
(x) sin==

++ >>

<<

ìì

íí
ïï

îî
ïï

1
0

1

2
0

 اگر

)ت lim ( )
x

g x
®®

--pp
2

)پ lim g( )
x

x
®®

++pp
2

)ب lim ( )
x

f x
®® ++0

)الف lim ( )
x

f x
®® --0

1

f باشند، a و b را بیابید. 4 x x
x ax b

( ) == ++
++ ++
3 1

2
x مجانب های قائم تابع == 1 x و == 2 2اگر خط های

x مجانب قائم باشد، a را بیابید.5 == --1 f فقط خط x x a
x x

( ) == --
++ ++2
3 2

2اگر در تابع

مجانب قائم تابع های زیر را به دست آورید و سپس نمودارشان را در حوالی مجانب قائمشان رسم کنید. 6

)الف y x
x

== ++
--

2 2

1
4( )

)ب y x
x

x== --
--

>>1 2

1
0

2
( ) )پ y x x==

--
1
| |

2/5

 با توجه به نمودارهای زیر، حاصل حدهای خواسته شده را بیابید. 7

)الف lim ( ( ) g(x))
x

f x
®®++¥¥

++

)ب lim ( ( ) ( ))
x

g x f x
®®++¥¥

-- 2

)پ lim ( )
x

g x
®®¥¥

2

)ت lim ( ( ) g(x) f ( ))
x

f x x
®®--¥¥

´́ -- 2  

2

نمودار مربوط به هر یک از حالات زیر را رسم کنید.8

)ب
y

f x
x

== --
== --

ìì
íí
ïï

îîïï ®®±±¥¥

1

2

Â£ÎH  KºI\¶
lim [ ( )]

)الف
y
x

==
==

ìì
íí
îî

1
1

Â£ÎH  KºI\¶
´GI¤  KºI\¶

1

lim را به دست آورید. 9
x

mx
a
b x

®®

++

++1
1
1

، حاصل lim
x

max x
bx x®®±±¥¥

++ ++
-- ++

==3 1

2

3

2

2

3
2اگر

f را به دست آورید. 10 x( f باشد، مجانب قائم های( x mx x
x m

( ) == ++
--

2

2
2 y مجانب افقی تابع == 4 2اگر خط

g را به دست آورید.11 x mx x
mx

( ) == ++
--

2 4

1

2

3
f فاقد مجانب قائم باشد، مجانب افقی تابع x x mx

x( ) == -- ++
--

2
2

1
2اگر تابع

20جمع نمرات
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y و نقاط C ،B ،A و D روی آن مفروض اند. هر یک از گزاره های زیر را به یکی از این نقاط نظیر کنید. - 13 f x== ( ) نمودار تابع

¢¢ و تابع بعد از آن اکیداً نزولی است.   <<f 0 الف( نقطه ای که در آن

. f << 0 ¢¢ و ==f 0 ب( نقطه ای که در آن

¢¢ و عرض تابع برابر صفر است.  >>f 0 پ( نقطه ای که در آن

)B گذشته و .......... - 14 , )3 3 )A و , )2 2 در هر یک از موارد، نمودار تابعی را رسم کنید که از

 mAB >> 0 mB و == 0 ،mA == 0 ب(   mAB >> 0 mB و << 0 ،mA >> 0 الف(

f¢¢ را به دست آورید. - 15 ( )2 f باشد، x x( ) ( )== -- 1 3 اگر

x را به دست آورید.- 16 == 4 ، شیب خط مماس بر f در f x x( ) == در تابع

f در نقطه ای به طول صفر واقع بر آن را بنویسید. - 17 x x( ) == ++2 2 معادلهء خط مماس بر تابع

، درستی یا نادرستی هر یک از گزاره های زیر را بررسی کنید.  - 18 y f x== ( ) با توجه به نمودار

¢¢ )الف >> ¢¢f ( ) f ( )1 2  

¢¢ )ب >> ¢¢ --f f( ) ( )5 3  

¢¢ )پ -- <<f f( ) ( )2 5  

¢¢ )ت -- << ¢¢ -- << ¢¢ << ¢¢f f f f( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 1  

¢ = + - ¢ = -
-® ®

f a f a h f a
h

f a f
x ah x a

( ) lim ( ) ( ) ( ) lim (x) f(a)
0

IÄ
f¢ به صورت مقابل گفتیم:  a( ) در درس گذشته دو تعریف برای

x مشتق پذیر است. بررسی مشتق پذیری با تعریف های بالا، واقعاً کار سخت و زمان برَی است. برای  a=  اگر حدهای بالا موجود باشند می گوییم f در

همین از یک قضیه کمک می گیریم که ما را از شر تعریف مشتق راحت می کند.

در این درس ابتدا ارتباط بین پیوستگی و مشتق پذیری و بعد از آن، مشتق چپ و راست را می گوییم.

این درس را با یک قضیهء بسیار مهم شروع می کنیم:
x پیوسته هم است.  a= x مشتق پذیر باشد )حد بالا موجود باشد(، قطعاً در a=  اگر f در

 lim ( ) ( )
x a

f x f a
�

� کافی است نشان دهیم:

 lim ( ( ) ( )) lim (( ) ( ) ( )) lim ( ) l
x a x a x a

f x f a x a f x f a
x a x a

� � �
� � � � �

�
� � � iim ( ) ( ) ( )

x a

f x f a
x a f a

�

�
�

� � � �0 0  

� � � � �
� �
lim ( ( ) ( )) lim ( ) ( )
x a x a

f x f a f x f a0  

 اگر f در a پیوسته نباشد، در a مشتق پذیر هم نیست. )پیوستگی شرط لازم برای مشتق پذیریه( بگذارید یک مثال بزنیم:

x بررسی کنیم: =0 f را در x
x

( ) = 1 می خواهیم مشتق پذیری تابع

1 توجه کنید: 
x

خب! قبل از هر چیزی به نمودار
 

x ناپیوسته و در نتیجه  =0 ؛ پس در ( { })Df = - 0 x تعریف نشده است =0 همان طور که می بینید این تابع در
مشتق ناپذیر است.
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f¢¢ موجود است؟ چرا؟  ( )2 f بگویید آیا x x x
x x

( ) == -- ³³
-- <<

ìì
íí
ïï

îîïï

2
1 2

2 2
 به کمک نمودار تابع

 نمودار f به صورت مقابل است:  
x پیوسته نیست و در نتیجه مشتق پذیر هم نیست. )راستی  = 2 f در x( ) همان طور که مشاهده می کنید،

x خط مماس وجود نداره.( = 2 این جوری هم میشه گفت که اصلًا در

خلاصهء این درس به صورت زیر است: 
 اگر f در a مشتق پذیر باشد  در a پیوسته هم است. 

 اگر f در a پیوسته نباشد  در a مشتق پذیر هم نیست. 
حالا باید براتون یک سؤال ایجاد شده باشد. شد؟؟؟

x پیوسته باشد، آن گاه حتماً مشتق پذیر است؟ نه a= سؤال این است! اگر f در
برای پاسخ دقیق به این سؤال باید درس بعدی را به خوبی مطالعه کنید.

f++¢¢ نمایش می دهیم و به صورت زیر  a( ) f--¢¢ و در a( ) با نماد به ترتیب  را   x a== f در  مشتق چپ و راست تابع
تعریف می کنیم: 

x a= ¢ : مشتق راست f در = -
-+

® +
f a f x f a

x ax a
( ) lim ( ) ( ) ¢ یا  = + -

+
® +

f a f a h f a
hh

( ) lim ( ) ( )
0

 

 x a= ¢ : مشتق چپ f در = -
--

® -
f a f x f a

x ax a
( ) lim ( ) ( ) ¢ یا  = + -

-
® -

f a f a h f a
hh

( ) lim ( ) ( )
0

 

x است پس به طور مشابه می توان نتیجه گرفت:  a= ، شیب خط مماس بر نمودار f در ¢f a( ) همان طور که می دانید تعبیر هندسی
 ¢ =-f a x a( ) : ¢               شیب نیم مماس چپ بر f در =+f a( ) : x a شیب نیم مماس راست بر f در

این قضیه را هم بگوییم و برویم سراغ مثال ها.

x مشتق پذیر است، اگر: a= f در x( )  تابع

الف( f در a پیوسته باشد:
 lim ( ) lim ( ) ( )
x a x a

f x f x f a
� �� �

� �  
¥ نشود.(: ب( مشتق چپ و راست f در a موجود و مساوی باشند )موجودبودن یعنی جواب حد

� � �� �f a f a( ) ( )  

برای درک قضیهء بالا به نمودار f توجه کنید: 

 x = 2 در  f آیا  که  است  این  که مطرح می شود  است. سؤالی  پیوسته   ) x = 2 نقاط )حتی تمامی  در  تابع  این 

مشتق پذیر است؟ 

) با شیب  ( ))¢+f 2 x مشتق پذیر باشد )با فرض پیوستگی(، باید شیب نیم مماس راست = 2 خب! اگر f بخواهد در
) با هم برابر باشند. اما نمودار زیر را ببینید: ( ))¢-f 2 نیم مماس چپ

x مشتق ناپذیر است  = 2 ¢ هستند پس با هم برابر نیستند و در نتیجه f در <-f ( )2 ¢ و0 >+f ( )2 0 واضح است که

)اگر بخواهد مشتق پذیر باشد باید نیم مماس چپ و راست روی هم منطبق باشند.( کتاب درسی به نقاطی که مشتق 

چپ و راست دو عدد نابرابر می شوند نقاط گوشه می گوید )زاویه دار هم می گفتن(.

 پس به طور کلی، اگر یک تابع پیوسته باشد، لزوماً مشتق پذیر نیست و مشتق پذیری آن باید بررسی شود.
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موارد  تا  همگی نشان دهندهء نقاط مشتق ناپذیر در یک تابع هستند. به شکل ها و اسم های آن ها خوب دقت کنید:
 f در a ناپیوسته است. )نقاط توخالی یا پرش نمودار یا عدم یکپارچگی(             

 f در a پیوسته باشد و مشتق چپ و راست در a، هر دو متناهی و نابرابر باشد. )نقاط گوشه(

     
 f در a پیوسته باشد و یکی از مشتق های چپ یا راست متناهی و دیگری نامتناهی باشد. )نقاط گوشه( 

و هم علامت باشند. )مماس قائم(      ( )¥  مشتق چپ و راست در a نامتناهی

و غیر هم علامت باشند. )مماس قائم(     ( )¥  مشتق چپ و راست در a نامتناهی

 در شکل های زیر وضعیت مشتق پذیری را در نقاط b ،a و c بررسی کنید. 

 )ت  )پ  )ب  )الف

f توجه کنید:  x( )   به نمودار

همان طور که می بینید در نقاط a و c مشتق چپ و راست با هم برابرند ولی در نقطهء b مشتق 

 ¢ > ¢ <- +f b f b( ) , ( )0 0 چپ و راست فرق دارند: 

پس f در a و c مشتق پذیر و در b مشتق ناپذیر است. 

 : g x( )  نمودار

است. مشتق ناپذیر  نتیجه  در  و  ناپیوسته  پس  است  تعریف نشده   x a= در  g x( )  خب!

x مشتق پذیر است زیرا مشتق چپ و راست با هم برابرند )قدیمی ها بهش می گفتن b= g(x) در

 ¥ g-¢ هر دو بی نهایت اند ) گفتم که مشتق نباید (b) g+¢ و (b) x مشتق ناپذیره، چون c=  خط مماس واحد داره( و در نهایت، این تابع در

x مماس قائم دارد. b== g(x) در بشه(. در این حالت می گوییم
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f¢¢ توضیح و مثال x( ) f x( )

 f x f x( ) ( )= Þ ¢ =2 0 ¢مشتق تابع ثابت صفر است، مثلاً:  =f x( ) 0f x c( ) =1

f x x f x x( ) ( )= Þ ¢ =3 2
3  ¢ = -f x nxn( ) 1f x xn( ) =  ( )n∈2

باید f مشتق پذیر و گویا باشد، مثلاً:
 
y x y

x

y x x y x

x x

= + Þ ¢ =
+

= - + Þ ¢ = -

- +

2 3
2

2 2 3

4 1
8 1

2 4 1

2

2

 ¢ =
¢

y f x
f x
( )
( )2

y f x= ( )3

yباید f مشتق پذیر و گویا باشد، مثلاً: x y
x

y x x y x

x x

= - Þ ¢ =
-

= - - Þ ¢ = -

- -

4 1
4

3 4 1

5 2 1
10 2

3 5 2 1

3

23

23

2 23

( )

( )

 
¢ =

¢
y f x

f x

( )

( )3
23

g f x= ( )34

  مشتق سه تابع زیر که مربوط به حالت های خاص جدول بالا است را حتماً حفظ کنید:

 f x
x

f x
x

( ) ( )= Þ ¢ = -1 1

2
  f x x f x

x
( ) ( )= Þ ¢ = 1

2

  f x f
x

(x) (x)= Þ ¢ =3

23

1

3

 

 در قسمت )2( جدول بالا، حالت کلی تر هم برقرار است یعنی )لزومی نداره توان عدد صحیح باشه، کسری هم باشه اکیه(، مثلاً:

 f f x(x) x (x)= Þ ¢ =
7

3

4

37

3
 

 مشتق تابع های زیر را به دست آورید.

f )الف x x( ) == --3 f )ب  x x( ) == --4 2 f )پ  x x x( ) == -- ++ ++2
1 f )ت  x x x( ) == --4

33  
 

 ¢ = - -f (x) x3 4            ¢ =
-

f x
x

( ) 4

2 4 2

  ¢ = - +

- + +
f x

x x
(x) 2 1

2 1
2

  ¢ = -

-
f x

x x
(x)

( )

12 1

3 4

2

3 23

 

اگر توابع f و g مشتق پذیر باشند:

h¢¢ توضیح و مثال (x) h(x)

h(x) x x (x)= + Þ ¢ = +2 3 2
2 3h x x  

h(x) (x) x= - Þ ¢ = +x
x

h
x

4 3

2

1
4

1  
¢ = ¢ ± ¢h ( ) f (x) ( )x g xh(x) f(x) g(x)= ±1

f مشتق پذیر است و k یک عدد ثابت است، مثلاً:
h(x) x (x) ( x) x= Þ ¢ = =3 3 2 6

2 h  
)ضریب رو نگه  دار و از بقیه مشتق بگیر.(

¢ = ¢h kf x(x) ( )h kf x(x) ( )=2

h(x) ( )( )

(x) ( ) ( ) ( ) ( )

= + -

Þ ¢ = - + +
¢ ¢

2 1 1

2 1 1 2 1

x x

h x x

f g

f g g f

� �

� � � �
 ¢ = ¢ + ¢h f x g x g x f x(x) ( ) ( ) ( ) ( )h(x) (x) ( )= ´f g x3

g پس: x( ) ¹0

h(x) (x) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

= +
-

Þ ¢ = - - +
-

¢ ¢

2 1

1

2 1 1 2 1

1

x
x

h x x
x

f

g

f g g f�

�

�� ����

22
 

HHITvÃº ¾{IM SwH¼e+
­

¢ =
¢ - ¢

h f x g x g x f x
g x

(x) ( ) ( ) ( ) ( )
( )2

h(x) ( )
(x)= f xg

( ( ) )g x ¹0
4
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 الف( نادرست، شیب خط مماس در A مثبت و در B منفی است.- 1
ب( نادرست

2 -A
3 -d )ب  a )الف
الف( گزینهء »2«- 4

ب( گزینهء »1«
پ( گزینهء »2«

5 - m m mA AB B� � �0  
بر - 6 مماس  شیب خط  همان   ، x = 2 نقطهء در   f تابع  مشتق  الف( 

x می باشد. = 2 نمودار f در نقطهء

 
( , )
( , )

,
0 1

2 3

3 1

2 0
1

�
�

� �
�

�
 ôi

 ôi
 tIµ¶  ôi  KÃ{  

 � � �x f2 1 â¾õ£º  nj    ÍMIU  ¢Tz¶  
ب( برای به دست آوردن معادلهء خط کافی است، مقدار شیب در نقطهء 

y جای گذاری کنیم: y m x xA A� � �( ) A را در رابطهء
 A y x y x( , ) , ( )2 3 3 1 2 1� � � � � �  

7 - x c= ب(   x b= الف(
معادلهء خط مماس را به دست آورده، سپس مختصات نقاط B و - 8

C را حساب می کنیم:
 A f y y m x xA A( , ) , ( ) / , ( )4 25 4 1 5� � � � �  
 � � � � � � �y x y x25 1 5 4 1 5 19/ ( ) /  
 x yB B� � � � �5 1 5 5 19 26 5/ ( ) /  
 x yC C� � � � �3 1 5 3 19 23 5/ ( ) /  

9 -
 � � �

�
�

� �
�� �

f f x f
x

x x
xx x

( ) lim ( ) ( ) lim1
1

1

3 2

11 1

2

 

 � � �
�

� �
�
lim ( )( )
x

x x
x1

1 2

1
1  

f توجه کنید: - 10 x( ) به نمودار تابع
شیب  می بینید  که  همان طور 
مثبت،   A و   B در  مماس  خط 
در C و E منفی و در D صفر 
 m mA B> هم چنین و  است 
بیشتره   A توی  شیب  وضوح  )به 
 .m mC E< و  )B به  نسبت 
پس تکمیل شدهء جدول به صورت 

مقابل است:
به نمودار مقابل توجه کنید:  - 11

KÃ{
óI£º

- -3 1 0 1 2

C E D B A

x مثبت است ولی در تابع a= g(x) در f و (x) شیب خط مماس بر
x منفی است. هم چنین واضح است  a= ، شیب خط مماس در h(x)
 x a= g(x) در ، شیب خط مماس بر g(x) f و (x) که بین دو تابع

x است: a= f در (x) بیشتر از شیب خط مماس بر

   
 m m ma f a ah( ) ( ) g( )< < پس می توان نوشت:

y به صورت زیر است:- 12 f x= ( ) نمودار
 

m m m m
1 4 3 2

> > > با کمی دقت از روی نمودار نتیجه می گیریم:
y را ببینید: - 13 f x= ( ) نمودار  

حالا گزاره ها: 
است:  نزولی  اکیداً  آن  از  بعد  تابع  و   ¢ <f آن0 در  که  نقطه ای  الف( 

 D جواب نقطهء
B جواب نقطهء : f ¢ و0> =f ب( نقطه ای که در آن0

جواب  است:  صفر  برابر  تابع  عرض  و   ¢ >f آن0 در  که  نقطه ای  پ( 
C نقطهء

الف( نمودار خواسته شده به صورت زیر است: - 14
 

mB و <0 ،mA >0 همان طور که می بینید تابع از A و B گذشته، 
mAB است.  >0

ب( نمودار به صورت زیر است: 
،mA =0 و گذشته   B و   A از 

)راستی   mAB >0 و  mB =0
و  A( ),2 2 از تابع  چون  بچه ها 

 mAB > 0 می گذره همیشه  B( ),3 3
است.(
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به کمک - 15 باید  بعدش  به وجود می آید   00 ابهام همه حد بلدین دیگه! 
اتحاد، تقسیم، مزدوج و ... رفع ابهام کنید.

 ¢ = -
-

= - -
-

=
® ®

f f x f
x

x
xx x

( ) lim ( ) ( ) lim ( )
2

2

2

1 1

2

0

02 2

3

  ابهام 

¦µ¨ ¾M ³I¿MH ÍÎn
´Ãv£U¾ ®¾¾¾¾¾  lim

x

x x x
x�

� � �
�2

3 2
3 3 2

2
 

� � � �
�

� � � �
� �
lim ( )( ) lim( )
x x

x x x
x x x

2

2

2

22 1

2
1 3  

 ، x - x به عامل2 x x3 2
3 3 2- + - توجه کنید برای تجزیهء عبارت

x تقسیم کردیم. )خودتون انجام بدین.( - 2 آن را بر
f¢ است، پس: - 16 ( )4 x همان = 4 شیب خط مماس بر f در

 ¢ = -
-

= -
-

=
® ®

f f x f
x

x
xx x

( ) lim ( ) ( ) lim4
4

4

2

4

0

04 4

  ابهام 

¦µ¨ ¾M ³I¿MH ÍÎn
Z»jq¶¾ ®¾¾¾¾¾ lim

x

x
x

x
x�

�
�

� �
�4

2

4

2

2

·¼zvÄ¼¹M ´À nI¹¨
� ��� ���

 

� �
� �

�
�

�
� �
lim ( )

( )( )
lim

x x

x
x x x4 4

4

4 2

1

2

1

4
 

17 - A( , )0 2 پس ؛  f ( )0 2= داریم:  تابع  در   x =0 جای گذاری با 
روی f است. هم چنین برای نوشتن معادلهء خط مماس به شیب خط 

x نیاز داریم، پس:  =0 مماس در

 ¢ = -
-

= + -
-

= =
® ® ®

f f x f
x

x
x

x
xx x x

( ) lim ( ) ( ) lim lim0
0

0

2 2

0
0

0 0

2

0

2

 

در نتیجه معادلهء خط به صورت مقابل است:
 y x y- = - Þ =2 0 0 2( )  

، مماس افقی دارد.  x =0 تابع f در
f به صورت زیر است: - 18 x( ) نمودار

 

¢ )زیرا شیب خط مماس  > ¢f f( ) ( )1 2 الف( این گزاره درست است یعنی
بر f در نقطهء 1 از 2 بیشتره(.

در )شیب مماس   ¢ > ¢ -f f( ) ( )5 3 یعنی است  درست  گزاره  این  ب( 
3- منفی تره(. 

¢ . همان طور که  - <f f( ) ( )2 5 پ( این گزاره هم درست است یعنی
x عددی مثبت  = 5 ¢ است و مقدار f در نقطهء - =f ( )2 می بینید0

f¢ نیستا!( ( )5 است. )
ت( این گزاره هم درست است، یعنی: 

 ¢ - < ¢ - < ¢ < ¢f f f f( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 1

0Âÿ¹¶  þ²H Sµv¤ ¢Lö
� � � �� ��  

ب( مماس قائم- 19 الف( پیوسته 
پ( نقطهء گوشه ای

ب( نادرست- 20 الف( درست 
f است. x(x) = 3 x مماس قائم منحنی =0 پ( نادرست؛ خط 

x ناپیوسته و مشتق ناپذیر است. =0 ت( نادرست؛ این تابع در 
21 - x b=
22 - x d=
می باشد. - 23 یکنوا  اکیداً  و  است  قائم  مماس   x در1= تابع  الف( 

x مماس قائم دارد  . همان طور که می بینید در1= h x( ) جواب: تابع
و هم چنین اکیداً صعودی هم هست. 

x نقطهء گوشه ای است.  ب( تابع در1=
نقطهء  که  می دانیم   . g x( تابع( جواب: 
گوشه یعنی مشتق چپ و راست دو عدد 

نابرابر باشند.  
. این  f x( ) پ( تابع بیشتر از یک نقطهء مشتق ناپذیر دارد. جواب: تابع
x اصلاً تعریف نشده(  =0 x پیوسته نیست. )در x و1= =0 تابع در

پس مشتق ناپذیر است. 
راست  و  مشتق چپ   x در1= تابع  ت( 
تابع جواب:  دارد:  غیرهم علامت  نامتناهی 
مشتق  می بینید،  که  همان طور   :  k( )x
، بی نهایت  x چپ و راست این تابع در1=
 -¥ است و هم علامت هم نیست.) ازچپ

¥+ است.( و از راست 

x پیوسته است.- 24 � �تابع f در1

 ¢ - = - -
+

= + -
++

® - ® -+ +
f f x f

x
x x
xx x

( ) lim ( ) ( ) lim | |
( ) ( )

1
1

1

0

11 1

2

 

 � � �
�

�
� � �
lim ( )
( )x

x x
x1

1
1 1  

 ¢ - = - -
+

= + -
+-

® - ® -- -
f f x f

x
x x
xx x

( ) lim ( ) ( ) lim | |
( ) ( )

1
1

1

0

11 1

2

 

 � �
�

� �
� � �
lim ( )
( )x

x x
x1

1
1 1  

x نقطهء  � �مشتق های چپ و راست متناهی و نابرابر هستند، پس1
گوشه ای تابع است.

در درس نامه این قضیه اثبات شده است.- 25
x پیوسته است، زیرا:- 26 تابع f در1=

f ( )1 4=  

lim ( ) lim
x x

f x x
® ®+ +

= + =
1 1

2
3 4  

lim ( ) lim
x x

f x x
® ®- -

= + =
1 1

3 1 4  

 Þ = =
® ®+ -

f f x f x
x x

( ) lim ( ) lim ( )1
1 1

 

حالا مشتق پذیری را بررسی می کنیم:

� � �
�

�
� �
��

� �� �
f f x f

x
x
xx x

( ) lim ( ) ( ) lim1
1

1

3 4

11 1

2
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y را رسم کنید سپس دامنه 1 f x== --2 1( ) f به صورت مقابل است. نمودار تابع x( نمودار تابع(
و برد آن را مشخص کنید.

 

1

، یکنوایی آن را در دامنه اش بررسی کنید.2 f x
x x

x
x x

( ) ==
<<

-- ££ ££
>>

ìì

íí
ïï

îî
ïï

2
0

1 0 1

1

1با رسم نمودار تابع

log را پیدا کنید.3 2 4

3
1

x -- << 1مجموعه جواب نامعادلهء

4 x ++ 1 f را بر x x mx( ) == ++4 x برابر با 2 باشد، باقی ماندهء تقسیم -- 1 p بر x mx x x( ) == ++ --3 2 اگر باقی ماندهء تقسیم عبارت
به دست آورید.

1

درستی و نادرستی گزاره های زیر را بررسی کنید.5
5 وجود دارد. 2x ++ p عامل x x( ) == ++125 8

3 الف( در تجزیهء عبارت
f صعودی است. g´́ ب( اگر تابع f صعودی باشد و g  نزولی باشد، تابع

] است. , ]-- 5

2
1 y برابر f x== -- -- --1

2
1 1( ) ] باشد، برد تابع , ]--4 3 ، f x( پ( اگر برد تابع(

1/5

f را به دست آورید.6 x x( ) cos== 2 pp 0/75دورهء تناوب، مقدار ماکزیمم و مینیمم تابع

3 و ماکزیمم آن 3 باشد.7
2

pp f را بنویسید که دورهء تناوب آن t a bt( ) sin== 1ضابطهء تابع سینوسی به صورت

] به دست آورید.8 , ]0 2pp 2 را در بازهء 1
2tan .cosx x == 1جواب های معادلهء

هر یک از معادلات زیر را حل کنید.9
tan )الف tan5 3x x== cos )ب  cos2

3 2 0x x-- ++ ==  
1/5

tan2aa را به دست آورید.10 aa در ربع اول باشد، حاصل sinaa و انتهای کمان == 3

5
2اگر

حاصل هر یک از حدهای زیر را پیدا کنید.11
lim )الف

x

x
x®® ++

++
--1

2

2 1

1
lim )ب 

cos( )x

x

x®® ++

++

++0

2
1

2

pp
 

lim )پ
x

x
x®®++¥¥

++
--

3 1

1
lim )ت 

x
x x

®®--¥¥
-- ++4

3  

2

f را پیدا کنید.12 ( )2 ، حاصل lim ( )
x

f x
®®¥¥

== 2 f باشد و داشته باشیم x x
x

n
( ) == ++

--
2 1

1
3

1اگر

نمودار تابعی را رسم کنید که همهء شرایط زیر را با هم داشته باشد:13
y مجانب افقی آن باشد. == 1 الف(

x مجانب قائم آن باشد. == 1 ب(
پ( تابع در دو طرف مجانب قائم صعودی باشد.

0/75

مجانب های قائم و افقی تابع های زیر را در صورت وجود پیدا کنید.14

f )الف x x
x x

( ) == --
++ ++
4 4

4 3

2

2
g )ب  x x

x
( ) ==

--
3

1
2

 

3

f را در حوالی مجانب قائمش رسم کنید.15 x x
x

( )
( )

== --
--
1

2
2

1/5نمودار تابع

20جمع نمرات
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درستی یا نادرستی عبارت های زیر را تعیین کنید.1

f¢¢ وجود ندارد. a( ) x پیوسته باشد و در این نقطه مشتق چپ و راست نامتناهی باشد، آن گاه a== الف( اگر تابع f در

f است. x( ) ، یک نقطهء اکسترمم نسبی تابع f x( ) ب( هر نقطهء بحرانی تابع

1

جاهای خالی را با عدد یا کلمهء مناسب کامل کنید.2

y برابر ............... است. x== -- ++7
2

2sin( )pp الف( دورهء تناوب تابع

f در این بازه تقعر رو به ............... دارد. x( ) ؛ آن گاه نمودار ¢¢¢¢ >>f x( ) 0 ،I در بازهء x ب( اگر برای هر

1

g را رسم کرده و دامنهء تابع g را تعیین کنید.3 x f x( ) ( )== -- 1 نمودار تابع f در شکل زیر رسم شده است. نمودار تابع

 

1

f را رسم نمایید، سپس تعیین کنید که این تابع در چه بازه ای اکیداً صعودی و در چه بازه ای اکیداً 4 x x x( ) == ++2 2 ابتدا نمودار تابع
نزولی است.

1

2 به دست آورید.5 1x ++ p را بر x x x( ) == -- ++8 4 2
3 2 0/5باقی ماندهء تقسیم چندجمله ای

sin را حل کنید.6 cos2 0x x-- == 1/5معادلهء مثلثاتی

حدود توابع زیر را در صورت وجود بیابید.7
lim )الف

( )x

x
x®® ++

--
--2

2

2

4

2
lim )ب 

x

x x
x®®--¥¥

--
--

2

2 1

3

  
1

f را در صورت وجود بیابید.8 x x
x x

( ) == --
++

1
2

2
1/5مجانب های قائم و افقی منحنی تابع

x بررسی کنید.9 == 2 f را در x x( ) | |== --2 4 1/5مشتق پذیری تابع

f در نقطهء تقاطع آن با محور xها معادلهء خط مماس را بنویسید.10 x x( ) == --3
8 1/5برای تابع

مشتق توابع زیر را به دست آورید. )ساده کردن مشتق الزامی نیست.(11

f )الف x x x x( ) ( ) ( )== -- ++3 2
2 5 g )ب  x x x( ) tan sin== ++5

2 h )پ  x x( ) == 2   

2/5

f برحسب 12 t t t( ) == --3 اگر سرعت متوسط یک متحرک در یک بازه برابر 2 متر بر ثانیه باشد و معادلهء حرکت متحرک به صورت
متر باشد، در کدام لحظه سرعت لحظه ای متحرک برابر سرعت متوسط آن است؟

1

f باشد، مقادیر a و b را به دست آورید.13 x ax bx( ) == ++ ++3 2
2 )A نقطهء عطف تابع با ضابطهء , )--1 1 1/5اگر نقطهء



166

ن 2
سابا

- ح
ام 
رس

ن و د
ی م

اها
جر
ما

1 - )0/25(  ب( الف( یکنوا )0/25( ‌
ت( پیوسته )0/25(    )0/25( +¥ پ(

ب( نادرست )0/25( - 2 الف( درست )0/25(  
ت( درست )0/25(  پ( درست )0/25(  

3 -
رسم شکل )0/5(

 
رسم شکل )0/25(

 
4 -

رسم شکل )0/25(

) اکیداً نزولی )0/25( , ]-1 0

] اکیداً صعودی )0/25( , )0 + ¥
 

5 -x x
p a
q

+ = Þ = - Þ
- = - -
- =

ì
í
î

2 0 2
2 2 7

2 11

( )
( )

 )0/5(  

Þ = -a 9 )0/25(  

6 -| |b = 2

3

p  )0/25(  ‌

| | ,a c= =1 4  )0/25(  

Þ = +y xsin 2
3

4
p

y یا )0/25( x= - +sin 2
3

4
p  

»تنها نوشتن یکی از ضابطه های بالا کافی است.« 
7 -- - + =2 3 0

2sin sinx x
(0/25)

� ���� ����  

Þ
= Þ = + Î

= -

ì

í
ï

î
ï

sin ,

sin

x x k k

x

1 2
2

3

2

p p
 (0/5)

(0/25) ¡ ¡ ù
 

3 )الف - 8
0

+
= +¥ )0/5( 3 )ب   0

0 2

3

2

+
-

= -
)0/5(  

9 -x2
1 0- = )0/25(  

Þ
=
= -

ì
í
î

x
x

1
1

´GI¤   ÁIÀïKºI\¶  

lim
x

x
x®±¥

-
-

= -1 2

1

2

2

2
 )0/25(  

Þ = -y 2 Â£ÎH   KºI\¶  
10 -¢ = - Þ ¢ =f x x f( ) ( )3 2 1 1

2  )0/5(  
Þ = -f ( )1 1 )0/25(  

Þ = -y x 2 )0/75(  

)0/25(

)0/25(

)0/25(

x )الف- 11 b= )0/25(  
x )ب d= )0/25(  
x )پ c= )0/25(  

12 -

h )الف h( ) ( )2 1

2 1
25

-
-

=  )0/5( سرعت متوسط 

¢ )ب = - + Þ ¢ =h t t h( ) ( )10 40 3 10 سرعت لحظه ای )0/5( 
13 -

y
x

x
x

y
x

x
x

=
£

>
Þ ¢ =

ì
í
ï

îï

<
- >

ì
í
ï

îï

1 1

1
1

0 1

1
1

2

 )0/5(  

¢ ¹ ¢- +y y( ) ( )1 1 )0/25(  
تابع در این نقطه مشتق پذیر نیست. )0/25(

14 -
)الف ¢ = - + +f x

x
x x x( ) ( ) ( )( )3

2 3

2 1 3 1 6
3 2  )0/75(  

)ب ¢ = + + -g x x x x x( ) tan ( tan ) ( sin )6 1 2
2 2  )1(  

)پ ¢ = - - -h x x x x x
x

( ) ( )( ) ( )( )
( )

2 3 5 5 3

5

2

2
 )0/75(  

15 -
¢ = - = Þ

=
= Ï -

ì
í
î

f x x x
x
x

( )
[ , ]

3 6 0
0

2 1 1

2 (0/5) )0/5(  

Þ
= -
=

- = -

ì

í
ï

î
ï

f
f
f

( )
( ) max
( ) min

1 1

0 1

1 3

)0/5(  

16 -
f a b f a( ) , ( )- = Þ - = ¢¢ - = Þ - + =1 1 3 1 0 6 2 0� ���� ���� � ����� �����  

Þ = =a b3 0,
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x :مجانب قائم- 17 = -1  )0/25(  

y :مجانب افقی = 2  )0/25(  

¢ =
+

>y
x
3

1

0
2( )���

 )0/25(  

x
f x

f x

-¥ - +¥
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+¥
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1

2 2
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